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คํานํา 
 

หลักสูตรเพ่ิมพูนประสบการณ (Enrichment Program)  เปนหลักสูตรที่จัดขึ้นสําหรับนักเรียน
ท่ีมีความสามารถพิเศษดานคณิตศาสตร  โดยมีวัตถุประสงคเพ่ือ 

:  พัฒนาผูเรียนใหมีความสามารถดานคณิตศาสตรในระดับที่กวาง ยาก และลึกซึ้งกวา  
หลักสูตรปกติ  โดยเนนกระบวนการเรียนรู กระบวนการคิดที่หลากหลาย และทักษะที่เปนรากเหงา
ของความสามารถดานคณิตศาสตรมากกวาที่จะเนนเนื้อหาที่ปรากฏในสื่อการเรยีน 

:  ฝกการคิดวเิคราะห สืบสวนหาความรู และฝกทักษะอืน่ๆ ท่ีอยูนอกเหนือจากจุดมุงหมายใน
การเรียนของหลักสูตรปกติ  โดยเฉพาะทักษะที่ตองใชความคิดรเิริม่และความคดิสรางสรรค 

:  ฝกใหศึกษาเรื่องใดเรื่องหนึ่งอยางชัดแจง ฝกการทําโครงสรางการเรียนรู การวางแผน และ
การจัดการตามความถนัด และศักยภาพ 

:  ฝกการใชความคิดสรางสรรค สามารถบูรณาการกับวิชาอื่นๆ ท่ีเกี่ยวของได 
:  เขาใจธรรมชาติ ความงาม ความกระชับ และความชดัเจนของคณิตศาสตร 
เอกสารเลมนี้เปน คูมือการสอนหลักสูตรเพิ่มพูนประสบการณสําหรับนักเรียนที่มีความ 

สามารถพิเศษ ดานคณิตศาสตร ระดับมัธยมศึกษาตอนปลาย ท่ีไดจากการวิจัยนํารองการพัฒนา
รูปแบบและหลักสูตรการจัดการศึกษาสําหรับผูมีความสามารถพิเศษ ดานคณิตศาสตร ระดับ
มัธยมศึกษาตอนปลาย ซึ่งเนื้อหาที่ปรากฏอยูในเอกสารเลมนี้เปนเพียงตัวอยาง ท่ีนําเสนอไวให
ครูผูสอนนักเรียนที่มีความสามารถพิเศษไดดเูปนตัวอยางและนําไปใชสอน โดยครูผูสอนสามารถจะ
ขยายเนื้อหาที่นําเสนอไว หรือเลือกเนื้อหาอื่นๆ ท่ีนาสนใจหรือเหมาะสมกับสภาพการณของครูและ
นักเรียน เพ่ือนํามาสอนในหลักสูตรนี้  โดยเนื้อหานั้นควรสามารถทําใหบรรลุวัตถุประสงคท่ีไดกลาว
มาแลวขางตน 

สํานักงานเลขาธิการสภาการศึกษา ขอขอบคุณรองศาสตราจารยศักดา บุญโต และคณะ 
ตลอดจนผูเกี่ยวของทุกทานที่ใหความรวมมือและชวยเหลือ จนทําใหการดําเนินงานสําเร็จลุลวงไปได
ดวยดี และหวังเปนอยางยิ่งวาองคความรูท่ีไดจากการวิจัยครั้งนี้ จะเปนประโยชนตอวงการศึกษาดาน
คณิตศาสตรของไทยอยางกวางขวางตอไป 

  ศาสตราจารย รอยตํารวจเอก       
                       (วรเดช   จันทรศร) 
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หลักสูตรเสรมิประสบการณ 
 

หนวยท่ี   1   
ทักษะการคํานวณ  (การบวก - ลบ) 

 
ตอนที่ 1.1  การบวกจํานวนหลายจํานวน 
ตอนที่ 1.2  จํานวนในระบบเครื่องหมายคละ  
ตอนที่ 1.3  การบวก - ลบ จํานวนคละกันหลายจํานวน 
 
แนวคิด  
 1.  การบวก ถานําจุดมาแทนการทดจะทําใหการคิดคํานวณแมนยําและรวดเร็วข้ึน 
 2.  การแปลงจาํนวนในระบบฐานสิบเปนระบบเครื่องหมายคละ แลวนํามาใชในการคิดคํานวณ 

     ในการบวก - ลบจะทําใหมีกระบวนการคิดคํานวณที่รวดเรว็ และหลากหลายวิธี 
 
วัตถุประสงค 
 เมื่อศึกษาหนวยที่ 1 จบแลวนักเรียนสามารถ 
 1.  บวกจํานวนหลายจํานวนไดอยางแมนยําและรวดเรว็ 
 2.  แปลงจํานวนในระบบฐานสิบเปนจํานวนในระบบเครื่องหมายคละได และแปลงจํานวน 

     ในระบบเครื่องหมายคละเปนจํานวนในระบบฐานสิบได  
 3.  บวก และลบจํานวนคละกันไดหลายวิธีแตกตางกนั 
 4.  ออกแบบวธีิการบวก-ลบจํานวนตามแนวคิดสรางสรรคของตนเอง 
 
กิจกรรมระหวางเรียน 
 1.  อาจารยอธิบายเนื้อหา กระบวนการวิธีคดิคํานวณ การบวก ระบบเครื่องหมายคละ  

     การบวก - ลบคละกันดวยวิธี 
 2.  นักเรียนทํากิจกรรมตามตวัอยาง  และแบบฝกหัด  
 3.  นักเรียนประเมินพัฒนาการของตนเอง 
 
สื่อการสอน 
 1.  เอกสารการสอน 
 2.  แบบฝกปฏิบัติ 
 3.  เครื่องฉายขามศีรษะ 
 
ประเมินผล 
 ประเมินผลจากแบบฝกหัด และการทดสอบ  
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จุดแทนการทด  จุดแทนการทด 9  

ตอนที่ 1.1  การบวกจํานวนหลายจํานวน 

เร่ืองท่ี 1.1.1  การบวกจํานวนหลายจํานวนตามแนวตัง้ 

 ในการบวกจํานวนหลายๆ จาํนวน โดยการตั้งบวกกันนัน้ปญหาที่ทําใหผิดพลาดไดงาย ก็คือ การ

ทดและการบวกเลขในใจที่มตีัวเลขมากกวา 1 หลัก สําหรับวิธีการบวกที่จะแนะนํานี้ เปนวิธีการบวกใน

เวทคณิต ซ่ึงงายกวาวิธีการบวกทัว่ๆ ไป เพราะจะคิดในใจเฉพาะการบวกเลขโดดเทานั้น (เลขโดด ไดแก 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) และจะเขียนผลลัพธเฉพาะเลขโดด ถาผลลัพธเกิน 9 จะใช • แทนตวัทด 

ดังตัวอยาง ตอไปนี ้

ตัวอยาง การบวกเลขโดด  

1 + 4 = 5  2 + 3 = 5  8 + 2 =  
•
0   (

•
0 คือ 10)    4 + 9 = 

•
3  (

•
3  คือ 13) 

3 + 5 = 8  8 + 1 = 9  5 + 7 =  
•
2   (

•
2  คือ 12)   7 + 8 = 

•
5  (

•
5  คือ 15) 

6 + 3 = 9  0 + 7 = 7  9 + 8 =  
•
7   (

•
7  คือ 17)   9 + 9 = 

•
8  (

•
8  คือ 18) 

 ในการบวกเลขเปนแถวหลายๆ แถว จะนําหลักการบวกเลขโดดขางตนมาใชโดยจะบวกทีละหลัก

เร่ิมตนจากหลักหนวย หลักสิบ หลักรอย ไปเรื่อยๆ จนหมดหลัก การบวกจะบวกเลขเฉพาะเลขโดดจาก

แถวบนลงแถวลาง ถามีการทดจะเขยีน •  แทนการทดทีต่ัวบวก หลังจากนั้นจะนําเลขโดดของผลบวกกับ

เลขโดดในหลกัหนวยของแถวที่อยูถัดไปขางลาง ทําเชนนี้จนหมดแถว เสร็จแลวจึงบวกเลขโดดในหลัก

สิบ แตกอนทําการบวกเลขโดดในหลักสิบจะตองตรวจสอบกอนวามี   • ในหลักหนวยอยูเทาใด เมื่อนับ • 

ในหลักหนวยไดแลววามีจํานวนเทาใดก็ใหถือวาจํานวน  • ที่นับไดเปนตัวทดไปยังหลักสิบ  แตถาไมมี • 

ในหลักหนวยเลย ถือวาไมมตีัวทดไปยังหลักสิบ ในกรณีที่มีตัวทดใหนําตัวทดไปบวกกับตวัเลขในหลัก

สิบของแถวแรกแลวทําการบวกลงมาเชนเดียวกับการบวกในหลักหนวย สําหรับการบวกในหลักอืน่ๆ ก็

กระทําเชนเดียวกัน  

ตัวอยางที่  1.1.1   

 การบวกแบบธรรมดา การบวกแบบเขียน • แทนการทด 

 1                 ทด 

 2 6   2 6 

  8    
•
8    ทิศทางการบวก 

 3 4   3 4 
 

+ + 
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+                       6 + 8 = 4 จึงใส • ไวที่ 8 ซ่ึงเปนตัวบวก 

 การบวกแบบธรรมดาในหลกัหนวย 6 + 8 = 14 จึงเขียน 4 เปน  ผลลัพธในหลักหนวยและทด 1 

ไวเหนือ 2 ซ่ึงเปนเลขในหลกัสิบของตัวตัง้ รวมตัวตั้งกบัตัวทดได 1 + 2 = 3 จึงเขียนผลลัพธ 3 ที่หลักสิบ

ของผลลัพธ จึงได  26 + 8 = 34   

 การบวกแบบเขียน • แทนการทด จะเขยีน  •  กํากับไวเหนือตัวบวก เมือ่การบวกนั้นไดผลลัพธ

ตั้งแต 10 ขึ้นไป 

 พิจารณาการบวกในหลักหนวย     

 6  

 8                              ทิศทางการบวก จากบนลงลาง) ใส 4 ที่ไดจาก  
 4      14 ไวในผลลัพธ 

 สําหรับ • ในหลักหนวย นัน้ คือ 1 ในหลักสิบที่เปนตัวทดนั่นเอง 

 หลังจากนัน้นาํ • ที่แทน 1 ในหลักสิบไปบวกกับ 2 ในหลักสิบของตัวตั้งไดเปน 3 ผลลัพธ คือ 34 

  

ตัวอยางที่  1.1.2  จงหาผลบวกตอไปนี้  

 8 3 5 

 4 8 9      + 

 6 9 2                     

                            ก                               

 แนวคิด  การบวกในหลักหนวย 

  หลักหนวย 

 8 3 5  5 + 9 = 
•
4  นํา • ไปใสไวที่ 9 ซ่ึงเปนตัวบวก นําผลลัพธ 

 4 
•
8           

•
9      +  4 ไปบวกกับ 2 ในบรรทัดที่ 3 ไดผลลัพธเปน 6 ใส 6 ตรงกับ 

 6 
•
9  2  หลักหนวยในบรรทัดที่ 4 ที่เปนบรรทัดผลลัพธ 

                      6   

 

 

 

• 
• 



 4 

การบวกในหลักสิบ 

หลักสิบ 

 8  3 5  หนึ่ง  • ในหลกัหนวยทดเปน 1 ในหลักสิบ จึงนํา 1 ไปบวก 

 4 
•
8  

•
9      +  กับ 3 ในหลักสิบของแถวแรกไดเปน 4  นํา 4 ไปบวกกบั 8 

 6 
•
9  2  จะได 4 + 8 = 

•
2  

             1            6 จึงเขียน • ไวที ่8 ซ่ึงเปนตัวบวกแลวนํา 2 ไปบวกกับ 9 ไดผลลัพธ 

เปน 
•
1 จึงเขียน • ไวที่ 9 ซ่ึงเปนตัวบวก เขยีนผลลัพธ 1 ตรงกับ 

หลักสิบในบรรทัดที่ 4 ที่เปนบรรทัด ผลลัพธ 

  

การบวกในหลักรอย 

หลักรอย 

 
•
8  3 5 สอง • ในหลักสิบทดเปน 2 ในหลักรอย จึงนํา 2 ไปบวกกบั 8 ใน 

 4           
•
8           

•
9      + หลักรอยของแถวแรก 2 + 8 = 

•
0  จึงใส • ที่ 8 ซ่ึงเปนตัวบวก นํา 0 

 
•
6  

•
9  2 ไปบวกกับ 4 ได 4 นํา 4 ไปบวกกับ 6 ในบรรทัดที่ 3  4 + 6 = 

•
0  จึง                      

 0           1           6 ใส  •  ที่ 6 ที่เปนตัวบวก และเขียน0 ลงในหลักรอยของบรรทัดผลลัพธ 

 

คาทดไปหลักพัน 

 
•
8  3 5 เนื่องจากในหลักรอยมีสอง • ทดเปน 2 ไปหลักพัน แตหลักพันไมม ี

 4 
•
8  9     + การบวกจึงใส2 ไวในหลักพนัของบรรทัดผลลัพธ     

 
•
6  

•
9  2   

2 0          1           6  

จึงไดผลบวก คือ 2 0 1 6   
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ตัวอยางที่  1.1.3  ตัวอยางตอไปนี้จะแสดงขั้นตอนการบวกทีละหลัก การบวกเริ่มตั้งแตหลักหนวย เปน 

ขั้นที่ 1 การบวกหลักสิบเปนขั้นที่ 2 ไปเรื่อยๆ  

 7 
•
8  

•
9  2 4 

             
•
2  7 2 

•
7  2 

•
9  

•
9  

•
9  9 

•
9  

 7 2 6 
•
7  2 

 7 8 8 6 7 

 

แนวคิด 

 ขั้นท่ี 1  4 + 2 = 6  → 6 + 9 = 15  (ใส • เหนือ 9)  → 5 + 2 = 7 ใส 7 เปนผลลัพธในหลักหนวย

และมีตัวทดเปน 1 

 ขั้นท่ี 2  นํา 1 (ตัวทด) มาบวกในหลักสิบ 1 + 2 = 3 → 3 + 7 = 10 (ใส • เหนือ 7)  

→ 0 + 9 = 9 → 9 + 7  = 16 (ใส • เหนือ 7) ใส 6 เปนผลลัพธในหลักสิบ และมีตัวทดเปน 2 

 ขั้นท่ี 3  นํา 2 (ตัวทด) มาบวกในหลักรอย 2 + 9 = 11 (ใส • เหนือ 9) → 1 + 2 = 3 → 3 + 9 = 12 

(ใส • เหนือ 9) → 2 + 6 = 8 ใส 8  เปนผลลัพธในหลักรอย และมีตวัทดเปน 2  

 ขั้นท่ี 4  นํา 2 (ตัวทด) มาบวกในหลักพัน 2 + 8 = 10 (ใส • เหนือ 8) → 0 + 7 = 7 → 7 + 9 = 16 

(ใส • เหนือ 9) → 6 + 2 = 8   ใส 8  เปนผลลัพธในหลักพัน  และมีตวัทดเปน 2  

 ขั้นท่ี 5  นํา 2 (ตัวทด) มาบวกในหลักหมืน่2 + 7 = 9 → 9 + 2 = 11 (ใส • เหนือ 2) 1 + 9 = 10           

(ใส • เหนือ 9) → 0 + 7 = 7 ใส 7 เปนผลลัพธ  ในหลักหมื่น และมีตวัทดเปน 2 หมด การบวก จึงเขยีนตวั

ทด 2 เปน 2 ในหลักแสน การบวกเปนดังนี้  
 

7 
•
8  

•
9  2 4  

  
•
2  7 2 

•
7  2     + 

  
•
9  

•
9  

•
9  9 

•
9  

  7 2 6 
•
7  2 

 2 7 8 8 6 7 

  

+ 
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ตัวอยางที่  1.1.4  จงหาผลบวกตอไปนี้  

 

2 9 7 9 6 

  6 5 7 2 8        + 

  2 3 9 9 9 

  5 4 3 2 1 

        6 

 

แนวคิด  

 ขั้นท่ี 1 6 + 
•
8  = 14  →   4 + 

•
9  = 13  → 3 + 1 = (4)  ( 2 จุด ทด 2 ไปขั้นที่ 2) 

 ขั้นท่ี 2  2 + 
•
9  = 11  →  1 + 2 = 3  →  3 + 

•
9  = 12  → 2 + 2 = (4)  ( 2 จุด ทด 2 ไปขั้นที่ 3) 

 ขั้นท่ี 3  2 + 7 = 9  →  9 + 
•
7  = 16  →  6 + 

•
9  = 15  → 5 + 3 = (8)  ( 2 จุด ทด 2 ไปขั้นที่ 4) 

 ขั้นท่ี 4  2 + 
•
9  = 11  →  1 + 5 = 6  --->  6 + 3 = 9  → 9 + 

•
4  = 13(3)  ( 2 จุด ทด 2 ไปขั้นที่ 5) 

 ขั้นท่ี 5  2 + 2 = 4  → 4 + 
•
6  = 10  --->  0 + 2 = 2→2 + 5 = (7) ( 1 จุด ทด1ไปขั้นหลักแสน) จะได 

 

2 
•
9  7 

•
9  6 

  
•
6  5 

•
7  2 

•
8         + 

  2 3 
•
9  

•
9  

•
9  

  5 
•
4  3 2 1 

 1 7 3 8 4 4 
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ตัวอยางที่  1.1.5  จงหาผลบวกของ 

4 1 7 5   แนวคดิ  4 1 7 5 

3 8 2 6 +   3 
•
8  

•
2  

•
6 + 

4 7 5 3              
•
4  7 5 3 

2 1 0 4   2 1 0 4 

     ฏ          1 4 8 5 8 

  

เพื่อเปนการฝกหัดการบวกเลขโดด ตารางตอไปนี้แสดงตารางการบวกเลขโดด ซ่ึงสามารถ

เขาใจไดโดยงาย  

 

+ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 หมายเหตุ 

0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
•
0    =  10 

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
•
0  

•
1  =  11 

2 2 3 4 5 6 7 8 9 
•
0  

•
1 

•
2   =  12 

3 3 4 5 6 7 8 9 
•
0  

•
1 

•
2  

•
3   =  13 

4 4 5 6 7 8 9 
•
0  

•
1 

•
2  

•
3  

•
4   =  14 

5 5 6 7 8 9 
•
0  

•
1 

•
2  

•
3 

•
4  

•
5   =  15 

6 6 7 8 9 
•
0  

•
1 

•
2  

•
3 

•
4  

•
5  

•
6   =  16 

7 7 8 9 
•
0  

•
1 

•
2  

•
3  

•
4  

•
5 

•
6  

•
7   =  17 

8 8 9 
•
0  

•
1 

•
2  

•
3  

•
4  

•
5 

•
6  

•
7  

•
8   =  18 

9 9 
•
0  

•
1 

•
2  

•
3  

•
4  

•
5  

•
6  

•
7  

•
8  

•
9   =  19 
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แบบฝกหัดที ่1.1 

 

1.  จงหาผลบวกตอไปนี ้
(1)   8  1  3   (2)  6  6  6  (3)  1  4  8 
       2  5  6  +        9  4  5  +        9  8  7  + 
       7  4  9        1  3  2        4  5  6   
                 ก                  ก                             ห    
 
(4)   3  1  3  8   (5)  2  1  2  9  (6)  8  1  4  2 
       4   5  7  5  +             9   7  5  4  +                6  7  5  4  + 
        3  6  4  9        3   6  8  1          9  9  9  9 
        7  3  2  2        2   1  3  4              3  3  3  3 
                                                        ก                                   ห    
 
(7)   5  9  4  1  5   (8)  6  7  5  4  1  (9)  1  4  1  5  1 
           7  2  4  8                  8  3  6              8  7  8  7  8 
             4  8  9  +            4  7  9  5  +                     2  6  4  9  + 
       8  2  1  1  6                3  8  5  8  3                         3  5  5  5 
       3  8  4  1  4              8  7  6  5  4             7  8  2  1  4 
                                                           ก                        ห    
 
(10)   4  8  5  9  5  (11) 4  1  2  8  1   
              4  7  2  8                         5  2  3  9        
                  3  1  6          9  3   5  2  7                  
              8  4  2  7                     3  8  0  9  2 
          5  2  9  8  3                         4  2  1  6   
                  1  2  5  +                 5  5  7  6  6  + 
              6  6  6  6                         3  3  3  8 
          1  2  3  4  5                         1  4  8  5 
          3  7  6  2  1                     2  3  1  1  7   
                                                        ก  
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2.  จงหาผลบวกของ 

 31465 + 47474 + 38641 + 27264 + 38886  =                        ก  

48753 + 99486 + 10238 + 47655 + 95384  =                        ก 

 

สนุกกับตัวเลข (1) 

คูเหมือน สามตัวเหมือน สี่ตัวเหมือน 

11 × 1  =  11 37 × 3 = 111 101 × 11 = 1111 

11 × 2  =  22 37 × 6 = 222 101 × 22 = 2222 

11 × 3  =  33 37 × 9 = 333 101 × 33 = 3333 

11 × 4  =  44 37 × 12 = 444 101 × 44 = 4444 

11 × 5  =  55 37 × 15 = 555 101 × 55 = 5555 

11 × 6  =  66 37 × 18 = 666 101 × 66 = 6666 

11 × 7  =  77 37 × 21 = 777 101 × 77 = 7777 

11 × 8  =  88 37 × 24 = 888 101 × 88 = 8888 

11 × 9  =  99 37 × 27 = 999 101 × 99 = 9999 
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ตอนที่ 1.2  จาํนวนในระบบเครื่องหมายคละ 

เร่ืองท่ี 1.2.1  จํานวนในระบบฐานสิบกับจาํนวนในระบบเครื่องหมายคละ  

 ในระบบตวัเลขฐานสิบซึ่งตัวเลขที่ใชไดแก ตัวเลข 0 ไปจนถึง 9 สําหรับในระบบเครือ่งหมาย

คละ นิยมเปลีย่นรูปตัวเลขที่มากกวา 5 ใหเปนตัวเลขที่นอยกวา  5 แลวเขียนสัญลักษณ - (ขีดบน) บน

ตัวเลขเหลานัน้ อัน จะทําใหการคํานวณงายขึ้น เพราะการคํานวณใชคาตัวเลขเพียง 0 ถึง 5 ยอมงายและเร็ว

กวาใชคาตวัเลขตั้งแต 0 ถึง 9 การเขียนสัญลักษณแทนตวัเลขที่มากกวา 5 แสดงดังตวัอยางตอไปนี ้

ตัวอยางที่  1.2.1  พิจารณา 9 จะเห็นวา 9 = 10 - 1 = 10 + (-1)  ถาเขียน -1     เปน 
_
1    

จะได 10 + (-1) = 10 + 
_
1  ซ่ึงจะเขียนเปน  1

_
1  ดังนั้น   9 = 1

_
1    อธิบายไดดังนี้ 

 ในระบบตวัเลขฐานสิบ ถาเขียน  ab  จะหมายถึง  a × (10) + b   ทํานองเดียวกัน  1
_
1   จะหมายถึง   

1 × (10) + 
_
1  = 10 + 

_
1  

 นั่นคือ  1
_
1  = 1 × (10) + 

_
1  = 10+ 

_
1  =  10 - 1  = 9  

 

ตัวอยางที่  1.2.2   29   =   30 – 1   =  30 + (-1)  = 3 × (10) + (-1)  

         =   30 + 
_
1   =  3

_
1  

 นั่นคือ 29     =   3
_
1                                                                    

สําหรับจํานวนเต็ม  m ใด ๆ กําหนด m  =  – m   

 จากการกําหนด  m  =  – m  สําหรับจํานวนเตม็ m ใดๆ จะไดคุณสมบัติตอไปนี้  

สําหรับจํานวนเต็ม m, n ใด ๆ 

       1.  nm 
____
+   =  m + n  

       2. m          =  m 

       3. nm 
____
+    =  m n 

____
+   =  m + n  = n + m  

แสดงไดดังนี้  

 1. nm 
____
+   = – (m + n)   =  (– m) + (– n)   =  m  + n  

 2. m   = – m     =  – (– m)   =  m 

 3. nm 
____
+  = – (m + n )  =  (– m) – n    = (– m) – (–n) 

   = (– m) + n   =  m  + n 
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  m n 
____
+     = – ( n + m)   =  (– n ) + (– m)   =  – (– n) + (– m) 

       =       n + (– m)      =  n + m  

นอกจากนี้  สําหรับในระบบตัวเลขฐานสิบ จะมีคุณสมบตัิดังตอไปนี้  

 

สําหรับเลขโดด  an , an - 1 , an - 2 ,..., a2 , a1 , a0  

4.  
___________________

0122  n1  nn a a a ... aa a −−    =  
__

na  
____

1na −  
____

2na − ...
__

2a  
__

1a  
__

0a  

คุณสมบัติขอ 4. จะแสดงประกอบดวยตวัอยาง ดังนี ้

                    
__
23     =    

_
2

_
3  

(เนื่องจาก 23   =  20 + 3   ดังนั้น   
__
23    = 

_____
3  20 +     =  

__
20  +

_
3  

โดยการเขยีนแบบมีคาประจําตําแหนง จะได   
__
20 +

_
3  =   

_
2  

_
3  

การเขียนจํานวนในระบบเครื่องหมายคละนั้น จะพบจํานวนที่เขยีนดังตวัอยางตอไปนี ้ 

1 ,
_
2 ,

_
3 , 0 ,

_
4 , 2 , 1 ,

_
5 , 6 , 1 ,

_
0 , 2 ,

_
1   ฯลฯ  ซ่ึงหลักใดมีขีดบนอยูเหนือจํานวนหลกันั้นๆ จะมีคาเปน

จํานวนลบที่มีขนาดเทากับขนาดของคาตัวเลขในหลักนัน้  

 

ตัวอยางตอไปนี้เปนตวัอยางการเขียนตวัเลขในระบบฐานสิบ เปนตัวเลขในระบบเครื่องหมาย 

คละโดยมีขีดบน  – 

ตัวอยางที่  1.2.3    79  =  80 + (–1)   =  80 + 
_
1  

 เขียน  80 + 
_
1  ในรูปคาประจําตําแหนงจะได  8 

_
1  

 ดังนั้น  79  =  8 
_
1  

 นอกจากนี ้ 80  =  100 – 20   =  100 + 
__
02   =  100 + 

__
02  =  1 

__
02  

 ดังนั้น  79  =  80 + 
_
1  =  1 

__
02 + 

_
1   =  1 

_
2

_
1   

(เพราะ  
_
0  + 

_
1   =  

_
1 )  

 นั่นคือ  79  =  1 
_
2

_
1  

หมายเหตุ การเขียนสัญลักษณแทน  79  อาจทําไดดังนี ้

 79  =  100 – 21  =  100 + 
_
2

_
1   =  100 + 

__
02  + 

_
1     =   1 

_
2

_
1  
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 ในการเขยีนจํานวนในระบบตัวเลขฐานสิบใหเปนตวัเลขที่ใชในระบบเครื่องหมายคละ โดยใช

เลขโดดไมเกนิ 5 สามารถทําไดโดยใชจํานวนทบสิบ และจํานวนทบเกา ซ่ึงในการอธิบายความหมายของ

จํานวนทบเกา หรือจํานวนทบสิบของเลขโดดใดๆ อธิบายไดดังนี ้

 

จํานวนทบเกา  สําหรับเลขโดด a ใดๆ จํานวนทบเกาของ a 

                                       คือเลขโดด b ซ่ึง a + b   =  9 

 เนื่องจากสําหรับเลขโดด a, b ใดๆ a + b  = b + a  ดังนั้น ถา  a + b  = 9  จะได b + a = 9 

 จึงกลาวไดวา b เปนจํานวนทบเกาของ a และ a เปนจํานวนทบเกาของ b หรือกลาววา a และ b 

เปนจํานวนทบเกาซึ่งกันและกัน  

คูจํานวนทบเกาของเลขโดด 0 ถึง 9 มีดังนี ้

   0  และ 9  เปนจํานวนทบเกาซึ่งกันและกนัเพราะ 0 + 9 = 9 + 0  = 9 

   1  และ 8  เปนจํานวนทบเกาซึ่งกันและกนัเพราะ 1 + 8 = 8 + 1  = 9 

   2  และ 7  เปนจํานวนทบเกาซึ่งกนัและกนัเพราะ 2 + 7 = 7 + 2  = 9 

   3  และ 6  เปนจํานวนทบเกาซึ่งกันและกนัเพราะ 3 + 6 = 6 + 3  = 9 

   4  และ 5  เปนจํานวนทบเกาซึ่งกันและกนัเพราะ 4 + 5 = 5 + 4  = 9 

 

จํานวนทบสิบ สําหรับเลขโดด a ใดๆ จํานวนทบสิบของ a 

                                      คือเลขโดด b ซ่ึง a + b   =  10 

 ทํานองเดียวกนักับจํานวนทบเกา สําหรับเลขโดด a และ b ซ่ึง a + b  = 10 กลาววา a และ b เปน

จํานวนทบสิบซึ่งกันและกัน 

คูจํานวนทบสบิของเลขโดด 0 ถึง 9 มีดังนี ้

   1  และ 9  เปนจํานวนทบสบิซึ่งกันและกนัเพราะ 1 + 9 = 9 + 1  = 10 

   2  และ 8  เปนจํานวนทบสบิซึ่งกันและกนัเพราะ 2 + 8 = 8 + 2  = 10 

   3  และ 7  เปนจํานวนทบสบิซึ่งกันและกนัเพราะ 3 + 7 = 7 + 3  = 10 

   4  และ 6  เปนจํานวนทบสบิซึ่งกันและกนัเพราะ 4 + 6 = 6 + 4  = 10 

   5  เปนจํานวนทบสิบของตัวเองเพราะ  5 + 5 =  10 
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ตัวอยางที่  1.2.4  จงเขียน 2789 โดยใชตวัเลขไมเกิน 5 

แนวคิด   2  7  8  9    =  3  0  0  0 – 2  1  1 

   = 3  0  0  0 + 
___
112  

   = 3 
___
112  

   = 3 
___
112  

 นอกจากวิธีคิดตามแนวคิดขางตนแลว อาจใชวิธีคิดลัดไดดังนี ้

 พิจารณา 789 ตัวเลขที่ตองเปลี่ยนแปลงคอื 9 ในหลักหนวย 8 ในหลักสิบ และ 7 ในหลักรอย 

 ตัวเลข ขวาสุด (หลักหนวย) คือ 9 มีจํานวนทบสิบ คือ  1 ใสขีดบนไดเปน 
_
1    

 ตัวเลข หลักสบิ คือ 8 มีจํานวนทบเกา คือ 1 ใสขีดบนไดเปน 
_
1  

 ตัวเลข ซายสุด (หลักรอย) คือ 7 มีจํานวนทบเกา คือ 2 ใสขีดบนไดเปน  
_
2  

 ในการเขยีน 2789 โดยเขียนเฉพาะตัวเลขที่นอยกวา 5 และใช ขีดบนทําไดดังนี้ ใหเขยีนตัวเลข

จากขวาไปซายโดยเขยีนจํานวนทบสิบของ 9 พรอมขีดบนถัดมาเปนจํานวนทบเกาของ 8 พรอมขีดบน 

และจํานวนทบเกาของ 7 พรอมขีดบน และตัวเลขซายสดุเขียนคาของ 2 ที่เพิ่มขึ้น 1 นั่นคือเขียน 3 ซายสุด 

จะได 3 
___
112  

เขียนเปนผังไดดังนี้  (เร่ิมจาก ขวาไปซาย) 

2  7  8  9 

 

เพิ่มคาขึ้น 1  จํานวนทบ

เกา 

ของ 7 

 จํานวนทบ

เกา 

ของ 8 

 จํานวนทบ

สิบ 

ของ 9 

 

  2  1  1 

  ใสขีดบน  ใสขีดบน  ใสขีดบน 

 

3  
_
2   

_
1   

_
1  

 นั่นคือ  2789  เปลี่ยนเปน  3 
___
112                                                                    
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ขอสังเกต   สําหรับจํานวนเต็ม m ใดๆ ถามีชุดของเลขโดดติดกันหลายตัว โดยที่เลขโดดแตละตัวที่ติดกัน

นั้นมีคาเกิน 5 ในการแปลงเลขโดดเหลานั้นทําไดโดยตัวเลขขวาสุดของชุดแปลงเปนจํานวนทบสิบของเลข

โดดนั้น แลวเขียนขีดบนไวที่จํานวนทบสิบนั้น สําหรับเลขโดดถัดๆ มาทางซายในชุดนั้น แปลงเปนจํานวน

ทบเกาแลวเขียนขีดบนไวที่จํานวนทบเกาเหลานั้น และเลขโดดที่ถัดไปทางซายที่มีคานอยกวา 5 ใหเพิ่มคา

ขึ้น 1 ก็จะเปนการเขียนจํานวนเต็ม m ที่มีเลขโดดมีคาไมเกิน 5  

 

ตัวอยางที่  1.2.5  จงเขียน 928716 โดยใชตวัเลขไมเกนิ 5 (นิขลัิมสูตร) 

แนวคิด       0  9  2  8  7  1  6   

 

       1  
_
1   3  

_
1  

_
3   2  

_
4    

    4  เปน จํานวนทบสิบของ 6 จึงเขียน 
_
4  

    เพิ่มคา 1 ขึ้นอีก 1 เปน 2 

    3 เปนจํานวนทบสิบของ 7 จึงเขียน  
_
3  

    1 เปนจํานวนทบเกาของ 8 จึงเขียน  
_
1  

    เพิ่มคา 2 ขึ้นอีก 1 เปน 3 

    1  เปนจํานวนทบสิบของ 9 จึงเขียน 
_
1  

    เนื่องจากในหลักของ 9 จะตองแปลงคา 9  

เปน 
_
1  ดังนั้น 

 จึงจําเปนตองเขียน 0 หนา 9 เพื่อจะตองเพิม่คาขึ้น 1 จึงเขียน 1 เพิ่มขึ้นมาไวหนาสุดของตัวเลขที่

แปลงแลว 

 นั่นคือ   928716   =    1  
_
1   3  

_
1   

_
3   2  

_
4  
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เร่ิมชุด เริ่มชุดใหม 

ตัวอยางที่  1.2.6  จงแปลง 257182 เปนตัวเลขนิขิลัมสูตร  

แนวคิด       2  5  7  1  8  2   

 

แนวคิด     2  6  
_
3   2  

_
2   2 

    

              ไมมีการเปลี่ยนแปลง      

               จํานวนทบสิบ       

               1 + 1      

               จํานวนทบสิบ    

               5 + 1  

               ไมมีการเปลี่ยนแปลง  

 ดังนั้น 2  5  7  1  8  2     =   2  6 
_
3  2 

_
2  2 

 หลังจากการแปลงครั้งแรกแลวยังมีเลขโดด 6 ที่มีคาเกิน 5 จึงแปลงตอไป 

  2  6  
_
3   2  

_
2   2 

              

 3  
_
4   

_
3   2  

_
2   2 

    ไมมีการเปลี่ยนแปลง 

    จํานวนทบสิบ 

    2 + 1 

ดังนั้น    2  6 
_
3  2 

_
2  2      =        3 

_
4  

_
3  2 

_
2  2 

นั่นคือ   2  5  7  1  8  2     =        3 
_
4  

_
3  2 

_
2  2 

  

ตัวอยางที่  1.2.7  จงแปลง 353782  เปนตัวเลขนิขิลัมสูตร 

แนวคิด  3  5   3  7   8   2 

              

  3  5   4 
_
2   

_
2    2 
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เร่ิมตนใหม 

เร่ิมตนใหม 

เร่ิมตนใหม 

 ดังนั้น  3  5  3  7  8  2     =    3  5  4 
_
2  

_
2   2                                          

ในการแปลงตวัเลขในนิขิลัมสูตรใหเปนตวัเลขในระบบฐานสิบ สามารถทําไดโดยใชกระบวนการ

ยอนกลับ จากการแปลงตัวเลขในระบบฐานสิบเปนตัวเลขในนิขิลัมสูตร  

 พิจารณาการแปลงตัวเลขระบบฐานสิบเปนตัวเลขในนิขลัิมสูตร 

  3  7  1   6  9   

  4  
_
3   2  

_
3   

_
1  

   จํานวนทบสิบของ 9 คือ 1 แลวใสขีดบนเปน  
_
1  

   จํานวนทบเกาของ 6 คือ 3 แลวใสขีดบนเปน 
_
3  

   จาก 1  เพิ่มคาขึ้นอีก 1 เปน 2  

   จํานวนทบสิบของ 7 คือ 3 แลวใสขีดบนเปน  
_
3  

   จาก 3  เพิ่มคาขึ้นอีก 1  เปน  4 

 

การแปลงตัวเลขในนิขิลัมสูตร เปนตัวเลขระบบฐานสิบใชกระบวนการยอนกลับ ดังนี้ 

   4  
_
3   2  

_
3  

_
1  

   3   7   1   6   9 

     เอาขีดบนออกจาก  
_
1  ได 1 หาจํานวนทบสิบ 

  ของ 1 ไดเปน 9   

  เอาขีดบนออกจาก  
_
3  ได  3 หาจํานวนทบเกา 

  ของ 3 ไดเปน 6 

  2  มีคาลดลง 1  ไดเปน 1 

  เอาขีดบนออกจาก  
_
3  ได 3 หาจํานวนทบสิบ 

  ของ 3 ไดเปน 7 

  4  มีคาลดลง 1  เปน  3 

 นั่นคือ    4 
_
3  2  

_
3  

_
1    =  3  7  1  6  9 
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เร่ิมตนใหม เร่ิมตน

ตัวอยางที่   1.2.8  จงแปลง  3  
_
3   4  

_
4    เปนตวัเลขในระบบฐาน 10 

แนวคิด      3  
_
3    4   

_
4  

      2   7   3   6 

   เอา     ออกจาก  
_
4   ไดเปน 4  ซ่ึงจํานวนทบสิบ 

ของ 4 คือ 6 

ลดคา 4 ลง 1 เปน  3 

เอา     ออกจาก  
_
3  ไดเปน 3 ซ่ึงจํานวนทบสิบของ  

3 คือ 7 

ลดคา 3 ลง 1 เปน  2 

 นั่นคือ      3  
_
3   4  

_
4      =   2  7  3  6 

  

ตัวอยางที่  1.2.9  จงแปลง   3  
_
3   

_
4   

_
2   เปนตัวเลขในระบบฐานสิบ 

แนวคิด  3  
_
3   

_
4    

_
2  

              2    6    5    8 

    ทบสิบ 

    ทบเกา 

      ลดคาลง 1 

 ดังนั้น  3  
_
3   

_
4   

_
2     =   2658 
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ตัวอยางที่  1.2.10  จงแปลง   3  
_
6   2  

_
2   

_
7    เปนตัวเลขในระบบฐานสิบ 

แนวคิด  3  
_
6   2  

_
2   

_
7  

   

  2   4   1   7   3 

      ทบสิบ 

      ทบเกา 

      ลดคาลง 1 

 

      ทบสิบ 

      ลดคาลง 1 

 ดังนั้น    3  
_
6   2  

_
2   

_
7     =  24173 

         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

เร่ิมตน
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เร่ืองท่ี 1.2.2  จํานวนตรงขาม   

 ตอไปจะกลาวถึงจํานวนตรงขามในระบบเครื่องหมายคละ เชน –3
_
6 2

_
1   มีคาเปนเทาใด ในการ

พิจารณาคาจํานวนตรงขาม จะตองใชคณุสมบัติ – an  an-1 ...a2  a1 a0   =  
__

na
____

1na −

____
2na − ...

__
2a

__
1a

__
0a และใน

กรณีของนิขิลัมสูตรจะตองแปลงตัวเลขที่มีคามากกวา 5 ใหเปนตวัเลขที่นอยกวา 5 และมีขีดบนเสยีกอน จึง

จะทําการหาจาํนวนตรงขามดังจะแสดงโดยตัวอยางตอไปนี้ 

ตัวอยางที่  1.2.11   –27489  =   
_
2

_
7

_
4

_
8

_
9  

 ในนิขิลัมสูตรจะไมเขยีนตวัเลขที่เกิน 5 จึงจะตองแปลง 27489 เปน ตัวเลขในนิขิลัมสูตรกอน

ดังนี ้

       27489  = 3   
_
3    5   

_
1   

_
1  

จะได      – (27489) = – (3  
_
3   5  

_
1   

_
1 ) 

    = 
_
3   3   

_
5   1   1  

    = 
_
3    3   

_
5    1   1   

นั่นคือ     –27489 = 
_
3    3   

_
5    1   1     

          

ตัวอยางที่  1.2.12    – 80379  =   – (80379) 

    = – (1 
_
2  0  4  

_
2   

_
1 ) 

    = 
_
1  2  

_
0  

_
4  2  1   

    = 
_
1   2  0  

_
4   2  1 

 นั่นคือ     – 80379 = 
_
1   2  0  

_
4   2  1    

          

 ในตัวอยางที่  1.2.11 และ 1.2.12  เปนการแปลงจํานวนลบในฐานะฐานสิบใหเปนจาํนวนใน

ระบบเครื่องหมายคละ    ในทางกลับกันจํานวนในระบบเครื่องหมายคละ เมื่อแปลงแลวอาจจะเปนจํานวน

ลบในระบบฐานสิบไดดังตวัอยางตอไปนี ้

 

ตัวอยางที่  1.2.13  จงแปลง  
_
3   7  8  

_
2   1  เปนจํานวนในระบบฐานสิบ 

แนวคิด  วิธีท่ี 1  ใช  M  =  – (– M)  และ  – N  =  N   แลวใชจํานวนทบสิบและทบเกา 
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_
3   7  8  

_
2   1 = – (– (

_
3   7  8  

_
2   1)) 

   = – (3  
_
7   

_
8   2  

_
1 ) 

   = – (2  2  2  1  9) 

   = –  2  2  2  1  9 

ดังนั้น  
_
3   7  8  

_
2   1 = –  2  2  2  1  9 

วิธีท่ี 2  ใชจํานวนทบสิบและทบเกาโดยตรงโดยใหตัวเลขทุกตัวมีขีดบน 
_
3    7   8   

_
2    1 

_
2   

_
2   

_
2   

_
1   

_
9  

  จํานวนทบสิบของ 1 คือ 9 แลวใสขีดบนเปน 
_
9   

  
_
2   เพิ่มคาขึ้น 1 เปน  

_
1  

  จํานวนทบสิบของ 8 คือ 2 แลวใสขีดบนเปน  
_
2  

  จํานวนทบเกาของ 7 คือ 2 แลวใสขีดบนเปน  
_
2  

  
_
3   เพิ่มคาขึ้น 1 เปน  

_
2  

ดังนั้น   
_
3   7  8  

_
2   1    =    

_
2  

_
2  

_
2  

_
1  

_
9  

             =     – 22219 

วิธีท่ี 3  เปลี่ยนตัวเลขที่มีขีดบนเปนตวัเลขที่มีคาเปนบวก 

  0  
_
3   7   8   

_
2   1 

 
_
1   7   7   7   8   1 

1  มีคาคงเดิม    

เอาขีดบนออกจาก  
_
2  ได  2  มีจํานวนทบสิบเปน  8  

ลดคา  8  ลง  1 

             7  มีคาคงเดิม 

  เร่ิมตนใหม 

            เอาขีดบนออกจาก 
_
3  ได  3  มีจํานวนทบสิบเปน  7 

ลดคา  0  ลง  1  เปน  
_
1  
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นํา  
_
1  7   7  7  8   1  มาแปลงอีกครั้งหนึ่งเพราะ  

_
1  ยังไมใชตวัเลขที่มีคา เปนบวก 

 
_
1  7   7  7  8   1  = – 100000 + 77781 

    = – 22219 

 นั่นคือ  
_
3   7  8  

_
2   1 = – 22219 

หมายเหตุ   – 100000 + 77781  หาคาไดจาก 

 เขียนจํานวนทบเกาของ 7778 แตละตัวตามลําดับ และเขยีนจํานวนทบสิบของ 1 แลวใส  

เครื่องหมายลบ – ขางหนา จะไดผลลัพธตามตองการ 

 7   7   7   8   1 

 2   2   2   1   9     ←  จํานวนทบเกาและทบสิบ 

ใส  –  ขางหนา   →   – 222197                                                                         

 

ขอสังเกต 

 1.  สําหรับเลข  an an+1  ...a2 a1 a0   ถาเขียนขีดบนลงบน an  เปน  
__

na   และถึงแมวา  ai  ตัวอ่ืน ๆ       

( i =  n – 1, ..., 0)  จะมีขีดบนหรือไม จะมคีาเปนจํานวนลบเมื่อ  an  ≠ 0  เชน  
_
3  7  8 

_
2  1  =  – 22219 

 2.  ในระบบตวัเลขฐานสิบคาประจําหลักนบัตั้งแตหลักสบิขึ้นไปจะมีคาเปน 10, 100, 1000, 

10000, ..., 10n ,...  เมื่อ n เปนจํานวนเต็มที่มากกวาหรือเทากับ 1 ถา m เปนจํานวนเต็ม และ m  <  10n  

สําหรับบาง n จะมีจํานวนเตม็ p ซ่ึง  m + p  =  10n  จะเรยีก p วาจํานวนทบ 10n ของ m หาไดโดยหา

จํานวนทบสิบของเลขโดดขวาสุดของ m แลวหาจํานวนทบเกาของเลขโดดของ m ที่ถัดไปทางซาย        

ดังตัวอยางตอไปนี ้

 

ตัวอยางที่  1.2.14  จงหาจํานวนทบ 10n ของ 728  เมื่อ 10n  มีคาดังนี้ 

 ก.  1000 

 ข.  10000 

 ค.  100000 
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 ก.  เนื่องจาก 1000 เปนเลขที่มี 0 อยู 3 ตัว และ 728 เปนจํานวนที่มี 3 หลัก จึงเขียนจํานวนทบสิบ

และทบเกาตามขอสังเกตดังนี้ 

     7   2   8 
   

     2   7   2 

 ดังนั้น จํานวนทบ 1000 ของ 728 คือ  272   

 ข. เนื่องจาก 10000 เปนเลขที่มี 0 อยู 4 ตัว และ 728 เปนจํานวนที่มี 3 หลัก จึงเพิ่ม 0 ขางหนา

เพื่อใหเปนจํานวนที่มี 4 หลัก ดังนี้ 0728 หลังจากนี้เขยีนทบสิบและทบเกา ดังนี ้

              0    7    2   8 

   

  9    2    7   2 

 ดังนั้นจํานวนทบ 10000 ของ 728 คือ 9272 

 ค.  ทํานองเดียวกันจํานวนทบ 100000 ของ 728 คือ 99272              

บทสรปุ  การแปลงเลขโดดที่มีคาเกิน 5 ใหเปนตัวเลขระบบเครื่องหมายคละ ซ่ึงใชตัวเลขไมเกิน 5 จะทํา

ใหการคิดคํานวณงายขึ้น  
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แบบฝกหัดที ่1.2 
 

1.  จงเขียนจํานวนตอไปนี้แบบเครื่องหมายคละ 

(1.1)  2   9   8    (1.2)  6   3 

(1.3)  9   7   1      (1.4)  1   6   1   8 

(1.5)  2   9   8   7   0   5   (1.6)  1   9   1   8   1   6 

(1.7)  4   8   9   9   0   2   9   1     (1.8)   9   0   8   3   5   2   8   1 

(1.9)  9  9  9  8  0  8  9  2   (1.10) 9  0  9  1  2  5  4  6  8  3   2 

(1.11)  9   2   3   4   6   7  1  (1.12)  9   8   3   •  0   1   2 

(1.13)  2   •   1   0   3   5   (1.14)  –   3  •  5   2   4   1 

 

2.  จงเขียนจํานวนตอไปนี้ในตัวเลขระบบฐาน 10 

(2.1)   2  
_
4   1    (2.2) 

_
3   

_
1   

_
2   8 

(2.3)   3  
_
4   

_
1   

_
3    (2.4)  1   

_
2   

_
3  1  

_
1   

_
1   1 

(2.5)   2  
_
3   

_
2   

_
1   4  

_
5    3  (2.6)  3   

_
3   

_
4  

_
6  0  

_
1   

_
3   4 

(2.7)   5  
_
1   

_
3   

_
2   3  

_
3   

_
2   1  (2.8)  5   

_
1   

_
2   0  

_
1   

_
2   0  2 

(2.9)   5 
_
4  0 

_
3  2  

_
2  1  

_
1  0  (2.10) 5 

_
1  3 

_
2  3 

_
3  5 

_
4  3 

(2.11) 5  0  0  
_
3

_
4 2  0  

_
4    (2.12) 3 0  1  • 

_
2  

_
3  

_
4  

_
5  

(2.13) 
_
3  0  1  •  

_
4  7 

_
3   2   (2.14) 1 

_
1  1  •  

_
1  1 

_
1  1 
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ตอนที่ 1.3  การบวก - ลบคละกันหลายจํานวน 

เร่ืองท่ี 1.3.1  การลบที่มีการขอยืม 

 ในการลบจํานวนสองจํานวน ถาเลขโดดในแตละหลักของตัวตั้งมีคามากกวาหรือเทากับคาของ

เลขโดดของตัวลบในหลักนัน้ๆ แลวจะทําการลบไดงายโดยไมตองขอยืม แตถาในหลักใดที่ตวัลบมีคา

มากกวาตัวตั้งจะตองมีการขอยืมคาในหลักถัดขึ้นไปของตัวตั้งซึ่งจะทาํใหการลบซับซอนขึ้น เราอาจ

หลีกเลี่ยงการขอยืมและใชวธีิการทบเกาหรือทบสิบเขาชวย นอกจากนีแ้ทนที่จะทําการลบกันในหลักที่ตัว

ลบมคีามากกวาตัวตั้งแลวจะทําการบวกตวัตั้งดวยจํานวนที่เกิดจากการทบเกาหรือทบสิบอีกดวย  

 พิจารณาการลบตอไปนี้ 3 – 8 = –5 เห็นไดชัดวา ตัวตั้งคอื 3 ตัวลบ คือ 8 ซ่ึงตัวลบมีคามากกวาตวั

ตั้ง วิธีหาผลลบอาจทําไดโดยเปลี่ยนเอาตัวลบเปนตัวตั้ง และเปลี่ยนตัวตั้งเปนตัวลบไดผลลัพธเปนเทาใด 

ใหใสเครื่องหมายลบ (–) หนาผลลัพธนั้น ก็จะไดผลลบของ 3 – 8 ตามตองการ  

 สําหรับการลบ 13 – 8 ถึงแมวาตวัตั้งจะมีคามากกวาตวัลบแตเลขโดดในหลักหนวยของตัวตั้งคือ 

3 มีคานอยกวาเลขโดดซึ่งเปนตัวลบคือ 8 กรณีนี้จะหาผลตางเฉพาะเลขโดดกับเลขโดดไมไดจะตองใชเลข

โดดในตวัตั้งทัง้หลักสิบและหลักหนวย โดยท่ัวๆ ไป อาจหาผลลัพธของ 13 – 8 ไดดังนี้  

 ให 13 – 8 = � ซ่ึงสอดคลองกับ 13 = 8 + � นั่นคือ จะตองหาคา � วา มีคาเปนเทาใด ซ่ึงเมื่อ

นํามาบวกกับ 8 แลวเทากับ 13 จะเห็นไดวา � มีคาเทากบั 5 เพราะ 8 + 5 = 13  

นั่นคือ  13 – 8   =  5 

อยางไรก็ตาม 8 + 5 เปนการบวกเลขโดดซึง่ผลบวกมีคาเกิน 10 

นอกจากนี้ถาจะหาผลลัพธของ 23 – 8 อาจทําไดโดย ให 23 – 8 = � 

ซ่ึงสอดคลองกับ  23  =  8 + �  ซ่ึง �  มีคาเทากับ  15 เพราะ 8 + 15  =  23   

นั่นคือ 23 – 8 = 15 จะเหน็ไดวายากขึ้นกวาการหาผลลัพธของ 13 – 8  

แนวคดิและขัน้ตอนการใชจาํนวนทบเกา และทบสิบชวยในการลบ สําหรับกรณีทีต่องขอยืมจะ

อธิบายดวยตัวอยางตอไปนี้  
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′ 

′ 

′ 

′ 
   – 

– 

– 
ขอยืม 

′ 

– 

  – 

ตัวอยางที่  1.3.1  จงหาผลลบของ 43 – 18  

แนวคิด  เขยีนการลบในแนวตั้งใหหลักของตัวตั้ง และหลักของตัวลบตรงกัน  

  4 3 

  1 8 
 ขั้นท่ี 1  ในหลักหนวย ตวัตั้งคือ 3 ตัวลบคือ 8 เห็นไดชัดวา ตัวลบมีคามากกวาตัวตั้ง จะใชจํานวน
ทบสิบของ 8 นําไปบวกกับ 3 ซ่ึงเปนตัวตั้ง แลวใส ′ เหนอืตัวลบในหลักถัดไปทางซาย จํานวนทบสบิของ 
8 คือ 2 นํา 2 ไปบวกกับ 3 ได 5 ใส 5 เปนผลลัพธในหลักหนวย แลวใส ′ เหนือ 1 ซ่ึงเปนตัวลบในหลัก
ถัดไป 
  4 3 
   2+    -   

1 8 

   5 
 ขั้นท่ี 2 ทําการลบในหลักสิบ กรณนีี้ 1  คือ 2 ซ่ึง 4 – 1  คอื 4 – 2 = 2  จงึใส 2 เปน ผลลัพธในหลัก
สิบ จะไดผลลัพธในการลบคือ 25   
 
  4 3 
   2 +      

1 8 

  2 5 

 ดังนั้น 43 – 18  =  25  

  

ตัวอยางที่   1.3.2  จงหาผลลัพธของ 432 – 257  

แนวคิด  เขยีนตัวตั้งและตัวลบใหหลักตรงกัน 

   4 3 2 

   2 5 7 
 ขั้นท่ี 1 ในหลกัหนวยตวัตั้งคือ 2 นอยกวาตัวลบคือ 7 จํานวนทบสิบของ 7 คือ 3 นํา 3 บวกกับ 2 
ไดเปน 5 ในชองผลลัพธ เขียน  ′ เหนือ 5 ซ่ึงเปนตัวลบในหลักสิบ  
   
   4 3 2 

    3+ 

   2 5 7 

     5 
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′ 

′ ′ 
- – 

ขอยืม 

′ 

′ 

′ ′ 
- – 

′ 

– 

′ 

ขั้นท่ี 2 ในหลักสิบตัวตั้งคือ 3 นอยกวาตวัลบคือ 5   ซ่ึงคือ 6 จํานวนทบสิบของ 6 คือ 4 นํา 4 บวก

กับ 3 ไดเปน 7 เขียน 7 ในชองผลลัพธ เขียน ′  เหนือ 2 ซ่ึงเปนตัวลบในหลักรอย 

 

   4 3 2 
    4+ 3+ 

   2 5 7 

    7 5 

ขั้นท่ี 3  ในหลักรอย ตัวตั้งคอื 4 ตัวลบ คือ  2′  หรือ  3  จะได 4 – 3 = 1   ใส 1  ในชองผลลัพธ 

   4 3 2 
    4+ 3+ 

   2 5 7 

   1 7 5 

 ดังนั้น  432 – 257  =  175 

หมายเหตุ  ในขั้นที่ 2 จํานวนทบสิบของ   5  คือ จํานวนทบสิบของ 6 ซ่ึงจํานวนทบสิบของ    5  คือ 4   

 อาจจะกลาววา จํานวนทบเกาของ 5 คือ 4  ก็ได 

สําหรับการลบที่มีการขอยมืหลายหลักตดิกัน หลักที่มกีารขอยืมหลักขวาสุดใชจํานวนทบสิบของ

ตัวลบ สวนหลักที่มีการขอยมืหลักอื่นๆ ถัดไปทางซายใชจํานวนทบเกาของตัวลบไปบวกกับตัวตั้งที่ตรง

หลักเดยีวกันกบัตัวลบ หลังจากนั้นใส ′  เหนือตวัเลขหลักถัดไปทางซายที่ไมมีการขอยืมแลวทําการลบ

ตามปกต ิ

จากตัวอยางที่  1.3.2 

   4 3 2 

   2 5 7 

ตัวลบคือ 257 และมีการขอยมืในหลักหนวยและหลักสิบติดกัน  

สวนหลักรอยไมมีการขอยืม ในหลักหนวยจํานวนทบสิบของ 7 คือ 3 ใน หลักสิบจํานวนทบเกาของ 5 คือ 

4 สําหรับหลักรอยไมมีการขอยืมเติม ′ บน 2 ในหลักรอย ซ่ึง  2′  คือ 3  แลวทําการลบปกติ ในหลักที่ไมมี

การขอยืมคือ หลักรอย สวนหลักหนวยและหลักสิบบวกดวยจาํนวนทบสิบและจํานวนทบเกาของตัวลบ

ตามลําดับ  

 



 27 

′ 
– 

  ขอยืม      ขอยืม 

– 

′ 

 ขอยืม      ขอยืม 

ไดจาก 4 (จํานวนทบเกาของ 5) 
บวกกับ 3 ซ่ึงเปนตัวตั้ง 

– 

 อธิบายการแปลงตัวลบ 257 ดังนี ้

– 257   =   (–2) × 102 + ((–5) × 10) + (–7) 

 =   ((–2) × 102) + (–10 + 5) × 10 + (–10 + 3) 

 =   ((–2) × 102) + ((–10) × 10) + (5 × 10) + ((–1) × 10) + 3 

 =   ((–2) × 102) + ((–1) × 102) + ((5 – 1) × 10) + 3 

 =   ((–3) × 102) + (4  × 10) + 3  

     ทบสิบของ 7 

    ทบเกาของ 5 

พิจารณาตวัอยางที่  1.3.2 

  4 3 2  
   4+ 3+ 

2 5 7 

 7 5 
   ไดจาก 3 (จํานวนทบสิบของ 7)  

บวกกับ 2 ซ่ึงเปนตัวตั้ง 
 
 

 อยางไรก็ตาม ′ บน 2 ในหลักรอย จําเปนตองมีเนื่องจากในหลักรอยไมใชกรณีที่ตวัตั้งคามีนอย

กวาตวัลบ 

 

ตัวอยางที่  1.3.3  จงหาผลลบของ 

  8 2 5 

  4 8 7 

     ก 

แนวคิด 
   

  8 2 5 
   1+ 3+ 

4 8 7 

 3 8 
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′ 

′ 

′ 

ขอยืม      ขอยมื 

– 

– 

– – 

 การลบนี้มีการขอยืมสองหลักติดกนั คือ หลักหนวยและหลักสิบ ในหลักหนวยตวัลบคือ 7 
จํานวนทบสิบของ 7 คือ 3 นํา  3 ไปบวกกับ 5 ซ่ึงเปนตัวตั้ง ไดผลลัพธเปน 8 ในหลักสิบ ตัวลบคือ 8 
จํานวนทบเกาของ 8 คือ 1   นํา 1 ไปบวกกบั 2 ซ่ึงเปนตัวตั้ง ไดผลลัพธเปน 3 

8 2 5 
   1+ 3+ 

4 8 7 

3 3 8 

 หลักรอยไมมกีารขอยืมใส  ′ เหนือ 4  ซ่ึงเปนตัวลบในหลักรอย  ซ่ึง  4   คือ 5  การลบไมมีการ 
ขอยืมจึงนํา 5 ไปลบกับ 8 ได 3 ดังนั้นผลลัพธคือ 3  3  8 
  
ตัวอยางที่  1.3.4  จงหาผลลบ 

  8 4 6 8 

  3 6 9 2 

      ก 

แนวคิด  การลบมีการขอยืมในหลักสิบซึ่งตัวลบคือ 9 และหลักรอยซ่ึงตัวลบคือ 6 จึงใชจํานวนทบสิบของ 

9 คือ 1 และจาํนวนทบเกาของ 6 คือ 3 ไปบวกขณะที่ 2 ในหลักหนวยทําการลบตามปกติ สวนหลักพัน

เปลี่ยน 3 เปน  3′ ที่เทากับ 4 แลวทําการลบปกติ ในหลักพัน ดังนี ้

 

8 4 6 8 
     3+ 1+ 

3 6 9 2 

4 7 7 6 

  

ตัวอยางที่  1.3.5  จงหาผลลบของ 

  8 2 4 5 4 7 

  5 1 8 6 1 9 

แนวคิด    ขั้นท่ี 1  ในหลักหนวย ตวัตั้งคือ 7 นอยกวาตัวลบคือ 9 นํา 1 จํานวนทบสิบของ 9 บวกกบั 7 ได 

8 จึงใส 8 ที่ชองผลลัพธ นอกจากนีใ้นหลักสิบ ตัวตั้งคือ 4 มากกวาตวัลบคือ 1 ไมเกดิการขอยืมจึงใส ′ ไว

เหนือ 1ซ่ึงเปนตัวลบในหลักสิบ จะได   4 –1′ =  4 – 2  =  2  ใส 2 ในชองผลลัพธของหลักสิบ  
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′ ′ 

ขอยืม     

′ 

′ ′ ′ 

 ขอยืม     ขอยมื 

′ ′ ′ 
ทบสิบ คือ 1 และ 
4  
ตามลําดับจาก 

ทบเกาคือ 1 

′ ′ ′ 

– – 

– – 

- - 

– 

– 

 – 

– 

 

8 2 4 5 4 7 
            1+ 

5 1′ 8 6 1 9 

      2 8 

 ขั้นท่ี 2  ในหลักรอย และหลักพัน ตัวตั้งนอยกวาตวัลบติดกันสองหลกั ดังนั้นในหลักรอยใชการ
บวกดวยจํานวนทบสิบของตัวลบ และในหลักพันใชการบวกดวยจํานวนทบเกาของตัวลบ นอกจากนี้ ดู
ถัดไปในหลักหมื่น ตัวตั้งมคีามากกวาตวัลบ จึงใส ′ เหนือ 1 ซ่ึงเปนตัวลบ แลวทําการคิดคํานวณได
ผลลัพธดังนี้   
  

8 2 4 5 4 7 
          1+ 4+     1+ 

5 1′ 8 6 1 9 

   0 5 9 2 8 

 ขั้นท่ี 3  ในหลักแสนทําการลบธรรมดา เพราะในหลักหมืน่ไมมีการขอยมืจํานวนในหลักแสน จะ

ได 8 – 5  = 3 ใส 3 ในชองผลลัพธ 

8 2 4 5 4 7 
       1+ 4+     1+ 

5 1 8 6 1 9 

       ก         

3  0 5 9 2 8  

 นั่นคือ 824547 – 518619   =  305928  

  

ตัวอยางที่  1.3.6  จงหาคาของ 1438 - 3165 

แนวคิด  กรณนีี้ตัวตั้งคือ 1438 นอยกวาตวัลบคือ  3165 จึงจะหาคาของ    3165 – 1438  ไดผลลัพธเปน

เทาใด จะใสเครื่องหมาย – หนาผลลัพธ ก็จะไดผลลบตามตองการ 

 3 1 6 5 
       6+    2+  

1′ 4 3′ 8 

1 7 2 7 

 ดังนั้น 1438 – 3165   =  –1727   
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– 
 3            1 

– 

′ 
– – – 

บทสรุป  ในการลบธรรมดาที่มีการขอยืม กับการลบโดยวิธีทบสิบ และใส ′ บนตัวลบในหลักถัดไปนั้น

สอดคลองกันดังจะอธิบายโดยตวัอยาง การลบตอไปนี้ 

 การลบแบบขอยืม 

  4 3 4 3 

  2 8 2 8 

    1 5 

อธิบายไดดังนี ้ 43 = 30 + 13 

 ดังนั้น      43 – 28   = (30 + 13) – 28 

    = (30 + 13) – (20 + 8) 

    = (30 – 20) + (13 – 8) 

    = 10 + 5 

    = 15 

 การลบแบบทบสิบและใส  ′   

  4 3 4 3 
       2+ 

  2 8 2′ 8 

    1 5 

 อธิบายไดดังนี ้ 28 = 30 – 2 
             –28 = – (30 – 2)  =  –30 + 2 
 ดังนั้น      43 – 28 = 43 – 30 + 2 
    = (40 + 3) – 30 + 2 
    = (40 – 30) + (3 + 2) .......(*) 
    = 10 + 5 
    = 15 
 
 
 
 
 

   ′ 
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′ 

′ 
– 

′ 

′ 
– – 

ในบรรทัด  (*) คือ  

  4 3 
    2+ 

  2 8   จํานวนทบสิบของ 8 คือ 2นําไป 

บวกกับ 3 ได 5 

        คือ 40 – 20    =  40 – 30  

บทสรุป  1.  ในกรณีทีก่ารลบมีการขอยืม ถาใชบวกดวยจํานวนทบสิบและใส ′  เหนอืตัวลบในหลักถัดไป

จะสะดวกกวาการลบแบบขอยืมธรรมดา 

  2.  สําหรับผูที่ถนัดการลบแบบขอยืมอาจจะทําการลบโดยไมตองใชการบวกดวยจํานวนทบสิบก็

ได แตแทนที่จะลดคาตัวตั้งในหลักถัดไปลงหนึ่ง เปลี่ยนเปนคงตัวตั้ง ในหลักถัดไปไว แลวใส ′  เหนือตัว

ลบในหลกัถัดไปจะสะดวกกวา  เชน  

  4 3 4    3 

  2 8 2     8  
    1     5 

 

เร่ืองท่ี  1.3.2  การลบที่ไมตองคํานงึถงึการขอยืม 

 นอกจากการลบที่ตองคํานึงถึงถึงการขอยืมแลวอาจจะ ทําการลบที่ไมตองคํานึงถึงการขอยืมก็ได 

มีหลักการคิดดังนี ้

 เมื่อนําตัวลบมาพิจารณา มีขัน้ตอนการเปลีย่นตวัลบดังนี้  

 ขั้นท่ี 1  ตัวลบในหลักหนวยเปลี่ยนเปนจํานวนทบสิบของตัวลบในหลักหนวยนัน้ 

 ขั้นท่ี 2  ตัวลบที่เหลือเปลี่ยนเปนจํานวนทบเกา ของตัวลบหลักนั้นๆ  

 ขั้นท่ี 3  เมื่อหมดตัวลบแลวเพิ่มตัวเลขถัดไปทางซายอีกหนึ่งหลัก โดยใส 
_
1  เปนตัวบวก                       

(
_
1   หมายถึง –1 ในหลักทีเ่พิ่มขึ้นใหมนัน้)   

 เมื่อเปลี่ยนแปลงตัวลบเสร็จเรียบรอยแลวนาํไปบวกกับตวัตั้งก็จะไดผลลัพธตามตองการ สําหรับ

หลักซายสุดนัน้การบวกดวย 
_
1   ก็คือ การลบดวย 1 ในหลักซายสุดนั่นเอง 

การแปลงตัวลบโดยวิธีการนีอ้ธิบายไดดังนี ้

สมมติตัวลบ คือ 4   7   8   6  แปลงไดดังนี ้
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– 

  – + 

+ 

– 

 4 7 8 6 
  

 
_
1  5 2 1 4  

 
_
1   คือ  –1 จํานวนทบเกา จํานวนทบสิบในหลักหมื่น  

จะเห็นวา 4   7   8   6  แปลงเปน  
_
1   5   2   1   4 

พิจารณาตวัลบ   4   7   8   6  คือ  

–4   7   8   6 = –10000 + 5214 

  = (–1) × 104 + 5214 

  = 
_
1 5214 

 

ตัวอยางที่  1.3.7  จงหาผลลบของ  

  8   4   1   6   3  

  4   7   2   3   8 

             ก  

แนวคิด  8   4   1   6   3       เปลี่ยนเปน                 8   4   1   6   3 

  4   7   2   3   8                   
_
1   5   2   7   6   2 

             ก                  ก 

ทําการบวก      8   4   1   6   3 

ตามปกติโดย 
_
1  

•
5   2   7  6  2 

_
1   หมายถึง –1    0   3   6   9  2   5 

ในหลักแสน   

หมายเหตุ   •  เหนือ 5 ในหลักหมื่น หนึง่ •  ก็คือการทด 1 ไปหลักแสนซึ่งหักลางกับ  
_
1   ในหลกัแสน

พอดี ผลลัพธในหลักแสนจึงเปน 0 จะไดผลลัพธเปน  3   6   9   2   5  นั่นคือ ไดการลบดังนี ้

  8   4   1   6   3 

  4   7   2   3   8 

  3   6   9   2   5 
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– 
+ 

+ 
+ 

– 

 
+ 

ตัวอยางที่   1.3.8   จงหาผลลบของ 

  8   6   7   3   5        เปลี่ยนเปน          8   6   7   3   5 

       4   8   2   1                                   
_
1   5   1   7   9 

  1   4   7   8   6             
_
1   8   5   2   1   4    

             ก                                                ก 

ทําการบวกปกติยกเวน  
_
1   คือ  –1 ในหลักนัน้ 

  8   6   7   3   5                   

  
_
1  

•
5    1  

•
7   

•
9  

         
_
1   

•
8   5   

•
2   1   4 

               6   7   1   2   8  

ผลลัพธ คือ 6   7   1   2   8                                                                                      

 •  ในหลักพันคือ การทด 1 ไปหลักหมืน่หักลางกับ 
_
1  ในหลักหมื่น นอกจากนี้ •  ในหลักหมื่นคอื 

การทด 1 ไปหลักแสน หักลางกับ  
_
1   ในหลักแสน 

ในกรณีที่ผลลัพธมีคาติดลบหลักซายสุดของผลลัพธจะอยูในรูป 
_
a  เมื่อ a เปนเลขโดดที่ 

มากกวา 0 เชน  
_
1 , 

_
2   เปนตน  ในการแปลงกลับเปนจํานวนลบก็ทําไดโดยผลลัพธหลักหนวยเปลี่ยนเปน

จํานวนทบสิบ หลักถัดมาทางซายเปลี่ยนเปนจํานวนทบเกาเมื่อเปลี่ยนมาถึง 
_
1   ใหเอา  

_
1   ออกแลวใส

เครื่องหมาย – แทน ซ่ึงเครื่องหมาย –  จะอยูหนาจํานวนทบเกาและทบสิบที่เปลี่ยนมากอนแลวผลที่ได

พรอมเครื่องหมาย –  ก็คือ จํานวนลบที่เปนผลลัพธนั่นเอง 

 เชน ผลลัพธคือ  
_
1    8   2   1    เปล่ียนเปนผลลัพธที่ไมมี  

_
1   ดังนี ้

   
_
1    8    2    1 

 

   –    1     7    9 

        ทบเกา ทบสิบ 

(เพราะ  
_
1    8   2   1  คือ  –1000 + 821  =  –179) 

ถาผลลัพธคือ  
_
2    8   3   7  ใหทําคลายกับการแปลง  

_
1    8   2   1  

แตกตางเฉพาะ   
_
2   เปลี่ยนเปน  –1  ดังนี ้
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– 

                  

– + 

  
_
2    8   3   7 =    – 2000 + 837 

    =    – 1000 + (–1000 + 837) 

    =    – 1000 + (–163) 

    =    – 1163 

   
_
2    8    3    7 

 

             –1    1    6    3 

                  ทบเกา ทบสิบ 

และถาผลลัพธเปน  
_
3    7   6   4  ก็แปลงคลายตัวอยาง ขางตนแต  

_
2   เปลี่ยนเปน –2  

 

ตัวอยางที่  1.3.9  จงหาคาของ 

  3   1   4   5 

  3   8   1   9 

         ก 

วิธีคิด 

    3   1   4   5        เปลี่ยนเปน         3   1   4   5 

    3   8   1   9                             
_
1   6   1   

•
8   1 

           ก         
_
1    9   3   2   6   

พิจารณา         
_
1   9   3   2   6    =   – 0674   =   – 674 

ดังนั้นผลลัพธคือ    – 674 

หมายเหตุ          
_
1   9   3   2   6  =   – 0  6   7   4  แสดงดังแผนผังตอไปนี ้

   
_
1    9    3   2    6 

 

เปลี่ยน  
_
1   เปน    –    0    6   7    4 

          ทบเกา    ทบสิบ 
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– 

+ 
+ 
+ 

+ 
– 
– 

– 
– 

 – 
– 

– 

+ 
+ 
+ 

ตัวอยางที่  1.3.10  จงหาคาของ    
  8   9   6   
  9   4   3   
  9   2   7 
  6   8   1 
              ก 
แนวคิด 

  8   9   6          เปลี่ยนเปน                
•
8   

•
9    6 

  9   4   3             
_
1    0   5   

•
7   

  9   2   7            
_
1    0  

•
7    3  

  6   8   1            
_
1    3   1   

•
9  

               ก           
_
2    3   4    5 

พิจารณาการแปลง                     
_
2    3    4    5   

จะได            
_
2    3    4    5   

  

           –1    6   5    5 

ดังนั้นผลลัพธคือ    –1655  
  
ตัวอยางที่   1.3.11   จงหาคาของ 
  8   1   4   1   3 
  2   1   3   1   2 
  9   2   1   4   6 
  2   3   4   3   2 
              ก 

แนวคิด     จากโจทยเปลี่ยนรูปเปน 

               8   1    4    1    3 

             
•
2    1    3    1    2  

        
_
1   0   

•
7   

•
8     5    4 

         
_
1   7    6   

•
5   

•
6    

•
8  

        
_
1   8    7   1    4    7    =   –12853 
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เร่ืองท่ี  1.3.3  การหาผลลบแบบรวบยอด 

 พ้ืนฐานการหาผลลบแบบรวบยอดนัน้ เปนพื้นฐานของสมการดังนี้ คือ  สําหรับจํานวนเต็มบวก 

a, b  และ c ใดๆ จะพบวา  a – b  = c  ก็ตอเมื่อ  a  =  b + c  เชน  8 – 5   =  3  ก็ตอเมื่อ  8  =  5 + 3  

ถาไมทราบคา c อาจเขียน � แทน c ดังนี้   

a – b  =  �   กต็อเมื่อ   a  =  b + � 

จากรูปสมการลักษณะนี้ จึงควรฝกการหาคาจํานวนที่แทน �  เสียกอน นอกจากนี้อาจมีกรณท่ีี

ผลบวกจํานวนทางซายและขวาของสมการไมเทากัน ก็จะทําใหกลายเปนอสมการ ถึงแมวามีตัวเลขใน

หลักหนวยของผลบวกเทากนัก็ตาม จึงควรฝกหาจํานวนที่แทน  �  ในอสมการ หรือสมการกอนดงันี้ 

ตัวอยางที่   1.3.12  จงหาจํานวนเต็มบวกที่นอยท่ีสุดหรือ 0 ท่ีเติมลงในกรอบ  �  แลวทําใหผลบวก

ทางซายและผลบวกขวามีคาหลักหนวยเทากัน และเขียน < , > หรือ  =  ถาผลบวกของจํานวนทางซาย 

นอยกวา, มากกวา หรือเทากบั ผลบวกของจํานวนทางขวา ตามลําดับ ลงในชองวาง ทางดานขวา   ซ่ึงตรง

หัวตารางเขยีน < , > , =  ไว และเขียน  • แสดงการมากกวาอยูเทาไร ทางดานที่มากกวา (•  มากกวาอยู 10, 

••  มากกวาอยู 20)  

 

ซาย ขวา < , > , = 

1 + 2 + 3             3 + 4 +   9 •<  

3 + 4 +  8 5 + 9 + 1 = 

9 + 6 + 3 + 9            3 + 1 +   3 >••  

         3 +   7   + 8 4 + 5 + 9 = 

8 + 8 + 9 + 9         3  + 8 + 4 + 9  >•  

3 + 7 + 1 9 + 9 +   8   + 5 ••<  

 3 + 4 + 5 +   6 1 + 3 + 6 + 8 = 

3 + 7 + 8 + 2  9 + 9 + 2 +   0  = 
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– 

– 

– 

 – 

ตัวอยางที่  1.3.13  จงหาคาของ 

  4 6 

  3 2 

     d 

แนวคิด    a : 4 6   ให      a       =    46 

    b : 3 2     b       =   32 

   c :   1 4d     c       =    a – b 

   จะได        a       =    b + c  

   เนื่องจาก 46      =    32 + 14 

   ดังนั้น     c       =    14 

  

ตัวอยางที่  1.3.14  จงหาคาของ  

  3 1 8 

  2 4 7 

       ก 

แนวคิด      a  :  3    1 8          ให a   =  318 

  b  :  2    4 7  b   =   247 

  C  :      7  1ก  c   =   a – b   

   จะได  a   =  b  +  c 

 หลักหนวยของ a คือ 8 หลักหนวยของ b คือ  7  จะไดหลักหนวยของ c คือ 1 หลักสิบของ a คือ 1 

หลักสิบของ b คือ 4 ตองหาหลักสิบของ c ท่ีทําใหผลบวกของตัวเลขในหลักสิบของ b + c ลงทาย ดวย 1 

ซ่ึง 1 เปนตัวเลขในหลักสิบของ a จะเห็นไดวาหลักสิบของ c ตองเปน 7 แต 4 + 7 =  11 ซ่ึงมากกวา 1 อยู 

10 จึงมีการทดผลบวกในหลักสิบของ      b + c  ไปยงัหลักรอย ในทีน่ี้จะเขียน •  เหนอื 7 

 หลักรอยของ a คือ 3 หลักรอยของ b คือ 2 จากผลบวกหลักสิบของ b + c มีการทด 1 ไปหลักรอย

จะได 2 + 1 = 3  ซ่ึงเปนตัวเลขในหลักรอย   ของ a พอดี จึงไมตองเขยีนตวัเลขในหลักรอยของ c จึงได c 

เทากับ 71 เปนคําตอบ                                                                           

• 
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– 

– 

- 

– 

– 

ตัวอยางที่  1.3.15  จงหาคาของ  

  4 8 1 5 

  2 9 3 1 

                                d                        

แนวคิด กa  :  4       8        1        5 

   b  :  2       9        3        1 

   c  :  1       
•
8        

•
8        4 

  

ในกรณีท่ี a, b และ c เปนจํานวนเต็มบวก ถา a < b จะได a – b เปนจาํนวนเต็มลบอาจเขียนแทน

ผลลบของ a – b ดวย – c นั่นคือ  a – b  = – c   จะพบวา a + c  =  b  จึงกลาวไดวา  a – b =  – c  

 ก็ตอเมื่อ  a + c  =  b 

 ดังนั้นการหาคา – c  ทําไดโดยหาคา c ท่ีนาํมาบวกกับ a แลวไดผลบวกเทากับ  b หลังจากนั้นใส

เครื่องหมาย – หนา c ก็จะได – c เปนคําตอบ 

 

ตัวอยางที่  1.3.16  จงหาคาของ 

2 9 3 1 

  4 8 1 5 

                             d                        

แนวคิดก              a  :  2       9        3        1 

                  b  :  4       8        1        5 

                 c  :  1       
•
8        

•
8        4 

 คําตอบ คือ  –1884 

  

เร่ืองท่ี 1.3.4  การหาผลบวก – ลบคละกันแบบรวบยอด 

 สําหรับจํานวนเต็มบวก a, b, c และ d จะพบวา  

 a + b – c  = d   ก็ตอเมื่อ  a + b  =  c + d 
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+ 
– 

+ 
– 

+ 
– 

 a – b + c  = d   ก็ตอเมื่อ  a + c  =  b + d 

 เนื่องจาก d เปนผลลัพธของการบวก – ลบ คละกัน และ d เปนจํานวนบวก จึงนํา d ไปบวกรวม
กับตัวลบทั้งหมด แยกไวพวกหนึ่ง แลวทําการหาคา d ซ่ึงเปนผลลัพธตามตองการในทางปฏิบัติ จะหา
ผลบวกของ     ตัวต้ังและตวับวกกอน แลวจึงหาคา d ท่ีทําใหผลบวกของ d กับตวัลบทั้งหมดมีคาเทากับคา
ของผลบวกของพวกแรก ดงัตัวอยาง ตอไปนี้ 
ตัวอยางที่  1.3.17  จงหาคาของ 

  4 8 7 

  5 2 1 

  7 9 9 

      กก 

แนวคิด  

เขียนใหมเปน      a  :  4       8       7 

   b  :  5       2       1 

   c  :  7       9       9 

   d  :  2       0      
•
9  

 หาคา d  ท่ีทําให c + d  =  a + b เนื่องจากผลบวกหลักหนวย ของ  a + b = 8 จึงตองทําใหผลบวก
หลักหนวยของ  c + d  ลงทายดวย 8  บังคับ ใหหลักหนวยของ d  เปน 9  แตหลักหนวยของ c  ก็คือ 9    ซ่ึง   
9 + 9   มากกวา  7 + 1 อยู 10   จึงเขียนจุดบน  9  ท่ีหลักหนวยของ  d  จดุนั้นจะทดไปในหลักสิบของ c + d  
 พิจารณาหลักสิบของ a + b จะได 8 + 2  =  10  จึงตองทําใหหลักสิบของ c + d เทากบั 10 แตหลัก
สิบของ c  คือ 9  และมีการทดของ c + d  จากหลักหนวยมา 1 จุด ได 9 + 1  =  10  ดังนั้น หลักสิบของ d 
จึงเปน  0  
 พิจารณาหลักรอยของ a + b จะได 4 + 5  =  9  เนื่องจากหลักรอยของ c  คือ 7 จึงทําใหหลักรอย
ของ d  เปน 2 จะทําให  4 + 5  =   7 + 2   
 คําตอบจึงเปน 209                                                        
ตัวอยางที่  1.3.18  จงหาคาของ 

  3 8 5 9 

  2 9 8 7 

  1 2 3 5 

                                ก 
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+ 

– 

– 
– 

  + 

 

+ 

– 
– 

แนวคิด 

เขียนใหมเปน              a      :  3      8      5      9              

                 b      :  2      9      8      7 

           c      :  1      2      3       5           

           d      :  2      1      0      7  

หมายเหต ุหลักหนวยของ d ไมตองเติมจดุเพราะผลบวกหลักหนวยของ  a + c  คือ   9 + 5  =  14  และ

ผลบวกหลักหนวยของ  b + d  คือ  7 + 7  =  14  ซ่ึง 9 + 5   =   7 + 7  จงึไมมีการทดคาที่ 

ตางกันไปหลักสิบ 

  

ตัวอยางที่   1.3.19   จงหาคาของ 

  9    8    5    7    5 
  7    9    7    4    2 
  1    2    3    4    5 
  5    6    7    8    9 
                             ด 

แนวคิด 

เขียนใหมเปน      a  :  9    8    5    7    5 

  b  : 
•
7    9    7    4    2 

   c  : 1    2    3    4    5 

  d  : 5    6    7    8    9 

    e  :   1    0   9    1   
•
8    

•
3  

 ในการคํานวณคา ต้ังแตหลักหนวยถึงหลักพัน คลายกับตวัอยางที่  1.3.18 กลาวคือ ถามีการใสจดุ 

จะใสจดุที่ชุดที่ผลบวกที่มากกวา กรณีหลักหมื่นพบวาหลักหมื่นของ  a + b  =  16   ขณะทีห่ลักหมื่นของ  

c + d + e    คือ  1 + 5 + 0  =  6   จะเห็นวา  9 + 7 มากกวา 1 + 5 + 0  อยู 10  จึงเขียนจุดที่ 7  ซ่ึงเปนตวับวก

ของ  9 + 7 แลวจึงทดจุดลงมาเปน 1 ในหลักแสนของผลลัพธ                                

 ในกรณีท่ี การบวก – ลบ คละกัน มีผลลัพธเปนจํานวนลบ จะตองแยกตัวลบทั้งหมดมารวมเปน

พวกเดียวกนั และนําตวัต้ัง ตัวบวกและคาสัมบูรณของผลลัพธ มาบวกกันใหมีคาเทากับผลรวมของตัวเลข 

(ไมคิดเครื่องหมายหนาผลลัพธ) ดังตัวอยาง ตอไปนี้  

จากโจทยนี้ตองหาคา d 
ท่ีทําให a + c = b + d 
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– 

+ 

+ 

– 

+ 
– 

– 

 
 + 
 – 

ตัวอยางที่  1.3.20  จงหาคาของ   

  3 8 4 7 

  6 7 5 3 

  1 3 5 9 

       ก 

 แนวคดิกรณนีี ้ผลลัพธเปนจํานวนลบ ถาให a  =  3847,  b  =  6753,  c  = 1359  และ d  เปน

จํานวนเต็มบวกซึ่ง 

 a – b + c    =   – d    จะได   a + c + d    =   b 

แนวคิด  

เขียนใหมเปน           a  :     3 8 4 7 

        b  :    6 7 5 3 

        c  :     1 3 5 9 

      d  :       ก 

 ในการคํานวณคา a – b + c  พบวา  a – b + c < 0   ดังนั้นคําตอบเปนจํานวนเต็มลบใหเปน – d จึง

นํา d ไปรวมกบั a  และ c ไวเปนพวกหนึ่ง แยก b ไวอีกพวกหนึ่งคํานวณคา d ท่ีทําให a + c + d  =  b 

ดังนั้น  
                     a  :     3 8 4 7 
        b  :    6 7 5 3 
        c  :     1 3 5 9 

      d  :  1           
•
5            

•
4           

••
7 ก 

คําตอบ คือ  – d =  – 1 5 4 7  
  
ตัวอยางที่  1.3.21  จงหาคาของ 
  3 2 5 1 
  4 8 2 9 
  5 6 7 8 
  7 8 9 0 
       ก 
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+ 
– 

 – 

แนวคิด  
เขียนใหมเปน            a  :     3 2 5 1 
         b  :   4 8 2 9 
         c  :     5 6 7 8 

       d  :  7 8 9 0 
       e  :  3 7 

•
9  0 

 คําตอบคือ   – e   =  – 3  7  9  0 

  

 

สนุกกับตัวเลข (2) 

หาตัวเหมือน หกตัวเหมือน 

271 × 41   =   11111 3367 × 33   =  111111 

271 × 82   =   22222 3367 × 66   =  222222 

271 × 123   =   33333 3367 × 99   =  333333 

271 × 164   =   44444 3367 × 132   =  444444 

271 × 205   =   55555 3367 × 165   =  555555 

271 × 246   =   66666 3367 × 198   =  666666 

271 × 287   =   77777 3367 × 231   =  777777 

271 × 328   =   88888 3367 × 264   =  888888 

271 × 369   =   99999 3367 × 297   =  999999 
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– 

– 

เร่ืองท่ี 1.3.5  การลบที่ผลลบเปนจํานวนเครื่องหมายคละ 

 ในการลบอาจจะเขียน – (ขีดบน) เหนือตัวเลขในหลักทีเ่ปนจํานวนลบก็ได    ซ่ึงผลลบที่จะได

เปนจํานวนเครื่องหมายคละ หลังจากนั้นแปลงเปนจํานวนในระบบฐานสิบก็จะไดคําตอบตามตองการ          

ดังตัวอยาง ตอไปนี ้

ตัวอยางที่  1.3.22  จงหาคาของ 4328316 – 2876439 

แนวคิด ขั้นท่ี 1  เขียนการลบเปนสองแถวโดยใหแถวแรกเปนตวัต้ัง และแถวที่ 2 เปนตัวลบ และสํารวจดู

วาแตละหลักที่ลบกันถาตัวต้ังมากกวาตัวลบ ก็ทําการลบกันแบบธรรมดา ถาตัวลบมากกวาตัวต้ัง ใสคาที่

ตัวลบมากกวาในชองผลลัพธแลวเขียนขดีบน – ดังนี้  

 4    3    2    8    3    1    6 

 2    8    7    6    4    3    9 

 2   
_
5    

_
5     2    

_
1   

_
2    

_
3  

ขั้นท่ี 2  แปลงตัวเลขในนิขิลัมสูตรใหเปนตัวเลขระบบฐานสิบ จะได  

 2    
_
5     

_
5    2    

_
1    

_
2     

_
3  

 

 1    4     5     1    8     7     7   

 ซ่ึง  1 4 5 1 8 7 7   เปนผลลัพธ 

 นั่นคือ  4328316 – 2876439    =   1451877 

  

ตัวอยางที่  1.3.23  จงหาคาของ 673425 – 387619 

แนวคิด 

 6    7     3    4    2     5 

 3    8     7    6     1     9 

3    
_
1    

_
4    

_
2     1    

_
4  

 

 2    8     5     8     0    6     

 ดังนั้น  673425 – 387619   =   285806 
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– 

– 

ตัวอยางที่  1.3.24  จงหาคาของ 341659 – 459283 

แนวคิด    

วิธีท่ี 1   3    4    1    6     5    9 

   4    5    9    2     8    3 

 
_
1   

_
1    

_
8     4     

_
3    6 

 

 
_
1   

_
1    

_
7    

_
6     

_
2    

_
4  

 

             –1    1    7     6     2    4     

ดังนั้น 341659 – 45983    =   – 117624 

วิธีท่ี 2    3    4     1     6     5     9 

 4    5      9     2     8    3 
_
1    

_
1     

_
8     4    

_
3    6 

 
   – (1   1     8    

_
4     3   

_
6 ) 

 

             –1    1     7    6     2    4   

ดังนั้น  341609 – 45983   =   –117624                   

ทศนิยม  ทศนยิมในเวทคณิตกับทศนิยมในระบบตัวเลขฐานสิบคลายกนั กลาวคือ ตัวเลขหลังจุดทศนิยมมี

จํานวนเทากนั และตําแหนงของจุดทศนิยมอยูท่ีเดยีวกัน เมื่อเปล่ียนจํานวนที่มีจุดทศนิยมจากระบบตัวเลข

ฐาน 10 เปนตัวเลขในเวทคณิต 

 

ตัวอยางที่  1.3.25  จงแปลง 120 . 981  เปนตัวเลขในนิขิลัมสูตร 

แนวคิด   1    2    0    •      9     8    1 
  

   1    2    1    •     

_
0     

_
2    1 

ดังนั้น 120 •  981  =   1 2 1 •  
_
0  

_
2   1 
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– 

– 
+ 

– 
+ 

– 

ตัวอยางที่   1.3.26  จงแปลง 1 •   7  
_
3   2  

_
8    เปนตัวเลขในระบบฐานสิบ 

แนวคิด          1 •   7    
_
3     2   

_
8  

 

          1 •   6     7    1    2 

ดังนั้น   1 •   7   
_
3    2   

_
8    =   1 •   6712 

  

ตัวอยางที่   1.3.27  จงแปลง   
_
3  •  2  

_
1   4  

_
6   เปนตัวเลขในระบบฐานสิบ 

แนวคิด    
_
3  •   2   

_
1    4   

_
6      =   – (– (

_
3  •   2   

_
1    4   

_
6 )) 

=  – (3 •  
_
2    1   

_
4   6) 

 

  =    –2 •    8    0   6   6 

ดังนั้น     
_
3  •   2   

_
1    4   

_
6    =  – 2  •  8   0  6   6 

  
ตัวอยางที่   1.3.28  จงหาคาของ  

 4   8   3   1   0 

 3   7   4   6   1 

 5   2   1   4    8 

 1   2   3   4    5 

            ก 

แนวคิด      คิดบวก – ลบ คละกันในแตละหลักผลลัพธท่ีไดจะเปน จํานวนเครื่องหมายคละ แลวแปลงเปน
จํานวนในระบบฐานสิบดังนี ้

 4   8    3    1   0 

 3   7    4    6   1 

 5   2    1    4   8 

1   2    3    4   5 

 5   1   

_
3   

_
5    2ก 

 

 5   0    6   5    2 

ดังนั้น ผลลบ คือ  5 0 6 5 2                                                                       
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– 

+ 

– 

– 

+ 

– 

ตัวอยางที่  1.3.29  จงหาคาของ  

 3   7   4   6   1 

 8   8   3   9   9 

 1   2   3   4    5 

 5   1   3   4    6 

                        ก 

แนวคิด 

  3    7    4    6    1 

  8    8    3    9    9 

  1    2    3    4    5 

   5    1    3    4    6 
  

_
1    

_
2     1    

_
3    

_
7  

 

  

_
1    

_
1    

_
9    

_

3    
_
7  

             –1     1    9     3    7 

ดังนั้น  ผลลบคือ –1 1 9 3 7  
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- - 

- - 

- - 

- - 

- - - 

- 

- 

- 

- - 

- - 

- 

แบบฝกหัดท่ี 1.3 

1.  จงหาผลลบตอไปนี้  

(1)  100 – 36  =  ______________ (2)  100 – 47  =  ______________ 

(3)  100 – 89  =  ______________ (4)  1000 – 327  =  ____________ 

(5)  1000 – 638  =  ____________ (6)  1000 – 95  =  _____________ 

(7)  10000 – 6759  =  __________ (8)  10000 – 328  =  ___________ 

(9)  10000 – 2149  =  __________ (10)  100000 – 12345  =  _______ 

(11)  100000 – 39393  =  _______ (12)  100000 – 567  =  _________ 

 

2.  จงหาผลลบตอไปนี้ โดยใชเฉพาะจํานวนทบเกา ทบสิบ ′  และการบวก 

 

(1)     3    6   

         2    8 

                 ก 

(2)     3    2    4 

         1    1    8 

                       ก 

(3)     4    3    7 

         2    6    9 

                       เ 

(4)     5    0    6 

         1    0    7 

                      ก 

(5)     7    2    8 

               8    9 

                       กก 

(6)     8    7    4    2 

         3    7    9    6 

                              ก 

(7)     4    9    0    6    2 

               8    6    4    8 

                                    ก 

(8)     8    7    2    1    1 

               3    0    8    8 

                                   ก 

(9)     9    8    3    5    8 

         7    9    4    6    7 

                                   เ 

(10)   8    6   4    2    3    7 

         2    7    0   0    3    8 

                                        d 
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- - - 
- + 

+ 

- - 

- - 

- - - 

- 
+ 

- 
-
+ 

-

-
-

-

-
+ 

+ 

+ 
-

- 
- 

+ - - 
-
-

-
-

+ 

3.  จงหาคาตอไปนี้  โดยวิธีท่ีแตกตางกนั 3 วิธี 
 

(1)     4    7    9 

         2    9    8 

         3    4    5 

                       เ 

(2)     6    6    6 

         1    2    3 

         5    4    8 

                      ก 

(3)     9    9    9 

         6    7    4 

         1    8    8 

                      ก 

(4)     4    5    1    8 

         1    2    3    8 

               9    4    2  ก 

         3    1    2    6 

                             d 

(5)          3    2    1 

         4    7    2    9 

         6    5    8    7  ก 

         1    2    3    4 

                             d 

(6)     1    4    8    7 

         2    3    6    7 

         8     2    6    9  ก 

         7    2    8    4 

                             d 

(7)     4    1    4 

         5    8    2 

         6    7    9 

         6    1    6 

                      ก 

(8)     7    6    8 

         1    7    9 

         5    4    6 

         5    2    8 

                      ก 

(9)     4    4    8 

         6    2    3 

         8    1    2 

         1    7    4 

                      ก 

(10)   2    7    4 

         5    8    5 

         4    1    6 

         7    3    1 

                      ก 
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--- - 

+ 

+ 
-
-

-

-

(11)   4    7    1    8    4 

         6    5    3    2    5 

         7    8    6    2    9 

         3    2    4    4    4 

         1    1    1    2    1 

                                    ก 

(12)   5    9    4    8    9 

         6    6    6    6    6 

         9    8    7    6    5 

         3    4    5    6    7 

         5    4    3    2    5 

                                    ก 

 

 

4.  จงหาคาของ  31456 – 47474 + 38641 – 27264 + 38886  =   ______________ 
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หนวยท่ี 2   
ทักษะการคํานวณ 2  (การคูณ) 

 
ตอนที่  2.1  การคูณโดยใชคาเบี่ยงฐาน 
ตอนที่ 2.2  การคูณโดยการจัดตําแหนงผลคูณ 
ตอนที่ 2.3  การคูณโดยใชตาราง 
ตอนที่ 2.4  การคูณแนวตั้ง และการคูณไขว 
 
แนวคิด 1.  ฐานในระบบทศนิยม หมายถึง จํานวนในรูป 10n เมื่อ n เปนจํานวนเต็มบวก และเรียก 
      จํานวนเหลานั้นวาฐาน 10n 
 2.  จํานวนที่อยูใกล 10n

 ระยะหางระหวางจํานวนกับฐาน 10n ที่คิดทิศทาง เรียกวา คาเบี่ยงฐาน 
       ของจํานวนนั้น 
 3.  ในการหาผลคูณของจํานวนที่อยูใกลฐานเดียวกัน เมื่อทําการคูณโดยใชคาเบี่ยงฐานจะ 
      สะดวกกวา 
 4.  วิธีการคูณจํานวนมีไดหลากหลายวิธีทั้งการคูณโดยการจัดตําแหนงผลคูณ การคูณโดยใช 
      ตาราง หรือการคูณแนวตัง้และการคูณไขว ซ่ึงแตละวธีิจะมีกระบวนการที่แตกตางกัน 
 
วัตถุประสงค   
 เมื่อศึกษาหนวยที่ 2 จบแลวนักเรียนสามารถ 
 1. มีกระบวนการคูณไดหลากหลายวิธี 
 2. ออกแบบการคูณจํานวนตามแนวคดิสรางสรรคของตนเอง 
 
กิจกรรมระหวางเรียน 
 1. อาจารยอธิบายเนื้อหา กระบวนการวิธีคิดคาํนวณการคูณโดยใชคาเบีย่งฐานการคูณโดย 
        การจัดตําแหนงผลคูณ การคูณโดยใชตารางการคูณแนวตั้งและการคูณไขว 
 2. นักเรียนทํากิจกรรมตามตัวอยางและแบบฝกหัด 
 3. นักเรียนประเมินพัฒนาการของตนเอง 
 
สื่อการสอน 
 1. เอกสารการสอน 
 2. แบบฝกปฏิบัติ 
 3. เครื่องฉายขามศีรษะ 
 
ประเมินผล 
 ประเมินผลจากแบบฝกหัดและการทดสอบ 
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ตอนที่ 2.1  การคูณโดยใชคาเบี่ยงฐาน 

เร่ืองท่ี 2.1.1  คาเบี่ยงฐาน 

 ตัวเลขในเวทคณิต เชนเดียวกับตวัเลขระบบฐานสิบ กลาวคืออิงฐานของระบบฐานสิบ และ

ขณะเดียวกันจะระบุคาเบีย่งฐานควบคูไปดวยในกรณีตองการคูณหรือหาร โดยตวัเลขในเวทคณติจะยดึ

ฐาน 10, 100, 1000, ..., 10n และระบุคาเบีย่งฐานของจํานวนเหลานั้น ซ่ึงคาเบี่ยงฐานมีทั้งคาบวก คาลบ 

และศูนย จะอธิบาย คาเบี่ยงฐานโดยใชตัวอยางประกอบดังนี ้

ตัวอยางที่ 2.1.1 103 มีคามากกวา 100 อยู 3 กลาววา 103 มีคาเบี่ยงฐาน  จาก 100 เปน + 03 

   94 มีคานอยกวา 100 อยู 6 กลาววา 94 มีคาเบี่ยงฐาน จาก 100 เปน – 06  

   28 มีคามากกวา 10 อยู 18 กลาววา 28 มีคาเบี่ยงฐาน จาก 10 เปน + 18 

   22 มีคานอยกวา 100 อยู 78 กลาววา 22 มีคาเบี่ยงฐาน จาก 100 เปน –78         

 ในการเขยีนตวัเลขพรอมระบบฐานในเวทคณิตนั้น จํานวนตวัเลขโดดของคาเบี่ยงฐานจะตอง

เทากับจํานวน 0 ที่ปรากฏในฐานนั้น ๆ ดังตวัอยางตอไปนี้ 

 

ตัวอยางที่  2.1.2  

 103 เขียนในระบบฐาน 100 พรอมคาเบี่ยงฐานเปน 103 + 03   

 94 เขียนในระบบฐาน 100 พรอมคาเบี่ยงฐานเปน 94 – 06  

 115 เขียนในระบบฐาน 100 พรอมคาเบี่ยงฐานเปน 115 + 15 

 1012เขียนในระบบฐาน1000 พรอมคาเบี่ยงฐานเปน1012 + 012 

 971 เขียนในระบบฐาน 1000 พรอมคาเบี่ยงฐานเปน 971 – 029                                              

หมายเหตุ  ในการกําหนดฐานเพื่อหาคาเบี่ยงฐานสําหรับจํานวนใด ๆ นั้นจะไมเลือกฐานที่ทําใหขนาด

ของคาเบี่ยงฐานมีจํานวนมากเกินไป เชน 12 จะเลือกฐานเปน 10 มีคาเบี่ยงฐานเปน +2 จะไมเลือกฐาน 

100 เพราะมีคาเบี่ยงฐานเปน –88 ซ่ึงมีขนาดเปน 88 ซ่ึงมากเกินไป นอกจากนี้สําหรับบางจํานวนเชน 41 

ถาเลือกฐาน 10 จะไดคาเบี่ยงฐานเปน +31 ในขณะที่เลือกฐาน 100 จะไดคาเบี่ยงฐานเปน –59 ซ่ึงทั้ง 

+31 และ -59 มีขนาดเปน 31 และ 59 ซ่ึงมากเกินไป ในทางปฏิบัติอาจจะเลือกฐานยอยสําหรับชวยใน

การคํานวณ ซ่ึงฐานยอยไดแกพหุคณูของฐาน 10, 100, 1000, ...เชน 20, 30, ..., 200, 300,... สําหรับฐาน

ยอยจะกลาวถึงในบทที่ 6 
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แบบฝกหัดที ่2.1.1 

 
1. จงระบุฐานของจํานวนตอไปนี้ พรอมทั้งบอกคาเบี่ยงฐาน 
 (1.1)  102  (1.2)  12       (1.3)  97     (1.4)  19    (1.5)    112 
 (1.6)  975     (1.7)  10008     (1.8)  89     (1.9)  75    (1.10)  29 
 
2. จงตรวจสอบวาการระบุฐานและการเขยีนจํานวนพรอมคาเบี่ยงฐานของจํานวนตอไปนี้ถูกตอง

หรือไม สําหรับการระบุที่ไมถูกตองจงแกไข 
 
 

จํานวน ฐาน จํานวนพรอมคาเบี่ยงฐาน แกไข 

111 100 111 + 11  

6 10 6 – 4   

97 100 100 – 3   

107 100 100 + 3  

992 1000 992 + 8  

9972 1000 1000 – 22   

10025 10000 10025 – 25   

 

3. จากฐานและคาเบี่ยงฐานทีก่ําหนดมาให จงหาจํานวนเหลานั้นและ เขียนจํานวนพรอมคาเบี่ยงฐาน 

 ฐาน คาเบี่ยงฐาน จํานวน จํานวนพรอมคาเบี่ยงฐาน 

(3.1) 10 + 3 13 13 + 3 

(3.2) 100 – 03     

(3.3) 100 – 07   

(3.4) 1000 + 014   

(3.5) 1000 – 019   

(3.6) 10000 – 0031   

(3.7) 1000 + 374   
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× 

 

 

  สนุกกับตัวเลข (3) 

ผลคูณที่ไดตัวเลขเรียงจากนอยไปมาก 

1 × 1 

22 × 3 

3 × 41 

2 × 617 

3 × 5 × 823 

26 × 3 × 643 

127 × 9721 

2 × 32 × 47 × 14953 

32 × 13717421 

2 × 32 × 5 × 13717421 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

1 

12 

123 

1234 

12345 

123456 

1234567 

12345678 

123456789 

1234567890 

 

เร่ืองท่ี 2.1.2  การคูณโดยใชคาเบี่ยงฐาน 

  วิธีการคูณทัว่ ๆ ไปนั้นใชไดกับทุกกรณีของการคูณซึ่งไมยุงยากซับซอนจนเกินไป อยางไรก็

ตาม วิธีเฉพาะในเวทคณิตนัน้สะดวกและงายกวา กลาวคือ จะใชการคูณเฉพาะหลักทางดานขวาของ

สองจํานวนทีคู่ณกัน สวนหลักทางซายถัดมาจะใชวิธีการบวก นอกจากนี้การคูณหลักทางขวานัน้จะอิง

นิขิลัมสูตร วิธีการคูณจะจําแนกตามชนดิดงัตัวอยางตอไปนี้ 

ชนิดท่ี 1  ผลคูณคาเบี่ยงฐานมีจํานวนเลขโดดไมเกินจํานวนตัวเลข 0 ของฐาน   

ตัวอยางที่  2.1.3  จงหาผลคูณของ 13 × 11 

แนวคิด ขั้นท่ี 1  เขียน 13 และ 11 แบบจํานวนพรอมคาเบี่ยงฐาน 10 และตั้งคูณ 

           13 + 3 

           11 + 1 

หมายเหตุ สําหรับฐาน 10 มี 0 เพียงตัวเดียว ดังนั้นคาเบี่ยงฐานจึงเขียนเลขโดดตัวเดียว 

 
 



 54 

× 

  ขั้นท่ี 2  แบงผลคูณที่จะไดออกเปนสองสวน โดยใช / เปนตัวแบง  ซ่ึงจะแยกผลคูณจาก 
คาเบี่ยงฐานไวตางหากดังนี้ 

           13 + 3 

           11 + 1 

                /     
  ขั้นท่ี 3  หาผลคูณของคาเบี่ยงฐานแลวใสผลลัพธไวทางขวาของ / ที่จะไดเปน 3 เพราะ 3 × 1 = 3 

           13 + 3 

           11 + 1 

                /  3 
  ขั้นท่ี 4  ทางดานซายของ / หาผลลัพธโดยหาผลบวกของตัวตั้งกับคาเบี่ยงฐานของตัวคูณ จะได 
13 + 1 = 14 (หรือหาผลบวกของตัวคูณกับคาเบี่ยงฐานของตัวตั้ง จะได 11 + 3 = 14 ซ่ึงจะเทากับ 13 + 1) 
  การหาผลบวกแบบนี้เรียกวา การหาผลบวกทแยง เพราะ 13 + 1 หรือ 11 + 3 เปนการบวก 
แนวทแยง 

  นั่นคือ      13 + 3 

           11 + 1 

           14 /  3  

  ขั้นท่ี 5  เอาขีด / ออกจะได 143 เปนผลลัพธ 

  นั่นคือ  13 × 11 = 143                                                                                     
 
ตัวอยางที่  2.1.4   ตัวอยางตอไปนี้เปนผลลัพธจากวิธีคิดตามตัวอยางที่  5.1 

  14 + 4     11 + 1    19 + 9 

  12 + 2     15 + 5    11 + 1 

  16  /  8     16  / 5    20  /  9   

จะได 14 × 12 = 168,  11 × 15 = 165, 19 × 11 = 209                        

  17 + 7     12 + 2    13 + 3 

  11 + 1     13 + 3    13 + 3 

  18  / 7      15  / 6    16  / 9 

จะได 17 × 11 = 187,  12 × 13 = 156 และ  13 × 13 = 169                    

× 

× × × 

× × × 
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× 

× 

  ตอไปจะกลาวถึงกรณีที่ผลคูณคาเบี่ยงฐานเปนเลขสองหลัก 

  ตัวอยางตอไปจะเปนการคูณตัวเลขที่ฐานเปน 100 

ตัวอยางที่  2.15  จงหาคาของ 106 × 105 

แนวคิด            106 + 06 

             105 + 05 

             111 /  30       ไดจาก 06 × 05 

                         

 

ตัวอยางที่  2.1.6   จงหาคาของ 

  (1)  111 × 112 

  (2)  113 × 114 

  (3)  117 × 118    

แนวคิด  (1)        111 + 11 

            112 + 12 

            123 / 132  = 123 + 1/32 = 12432 

(เนื่องจาก 11 × 12 = 132 แตคาเบี่ยงฐานเปนเลขสองหลักจึงเขียน 132     เปน 132 เพื่อแสดงวา 1 เปน

ตัวทด 

  นั่นคือ 111 × 112 = 12432 

หมายเหตุ  ในการหาคา  11 × 12 ทําไดโดย 

           11 + 1 

           12 + 2 

           13 /  2  =  132 

 

 

 

 

                ไดจาก 106 + 05 
                หรือ     105 + 06 
จะได 106 × 105  = 11130 
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× 

× 

× 

ในการหา  111 × 112  อาจเขียนตอเนื่องเปนดังนี้ 

              ฐาน 100     ฐาน 10 

    111    +   11   +  1 

    112    +   12   +  2 

    123    /    13     /   2      =  123/132  =  123 + 1/32 

               =  12432 

(2)           ฐาน 100     ฐาน 10 

    113    +   13   +  3 

    114    +   14   +  4 

    127    /    17    /   12     =  127/17  + 1/2 

             =  127/18/2 

             =  127 + 1/82 

             =  12882 

(3)          117    +   17   +  7 

    118    +   18   +  8 

     135    /    25    /  56        =  135 + 2/5 + 5/6 

                =   137/10/6 

                =   137 + 1/0/6 

                =   13806                                          

 

หมายเหตุ   ในการหาผลคูณแบบตอเนื่อง ดังตัวอยางที่  5.4 ตัวเลข ทางดานขวาของ/นับตั้งแตขีด/แรก

จากขวาจะเปนตัวเลขโดด ถาไดผลลัพธเปน     เลขโดดมากกวาหนึ่งตัวจะคงตัวเลขทางขวามือไว สวน

ตัวเลขทางซายจะเปน ตัวทด นอกจากนี้ในการคํานวณหาผลคูณจากโจทยผลลัพธในชองขวาสุดเทานั้น

จะไดจากผลคูณ สวนผลลัพธในชองถัดไปทางซายจะไดจากผลบวกตามวิธีที่ไดกลาวมาแลว  
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× 

× 

ชนิดท่ี 3  กรณีที่ตัวตั้งและตัวคูณมีจํานวนหลักตางกัน การเลือกฐานจะเลือกฐานของตัวเลขที่มีจํานวน

หลักนอยกวา  

ตัวอยางที่   2.1.7  จงหาคาของ 103 × 2312  

แนวคิด   ใชฐาน 100  

       จะได      103   +      03 

                   2312   + 2212 

                2315  /  6636              =   2315 + 66/36 

                 =   238136 

  นั่นคือ   103  ×  2312   =  238136                                                         

หมายเหตุ  สําหรับฐาน 100 จะเห็นวา 2312 มีคาเบี่ยงฐานเปน +2212 จึงเขียน 2312 + 2212  ในสวนที่

เปนตัวคูณ 

  ในผลคูณทางขวาของ / เนื่องจาก 3 × 2212  = 6636  แตฐานเปน 100 จึงตองการเลขโดดใน

สวนนี้เพียง 2 ตัวคือ 36 สวน 66 นั้นเปนตัวทดในหลัก 100 และหลัก 1000  

  สําหรับผลบวกทแยง คือ 103 + 2212  หรือ   2312 + 3  

 

ตัวอยางที่  2.1.8  จงหาคาของ  103 × 13 

แนวคิด    ใชฐาน  10  

     จะได           103   +   93 

                     13   +     3 

                106  /  279           =   106 + 27/9    

                 =   1339   

  นั่นคือ   103  ×  13   =  1339                                                                               

ชนิดท่ี 4  จากตัวอยางการคูณทั้ง 3 ชนิดนั้นจะมีอยางนอยหนึ่งจํานวน ซ่ึงอาจจะเปนตัวตั้ง หรือตัวคูณที่

คาเบี่ยงฐานมีคาเปนบวกเล็กนอยไมเกินคาของฐาน การคูณชนิดที่ 4 จะเปนการคูณซึ่งตัวตั้งและตัวคูณ

มีคาเบี่ยงฐานมีคาเปนลบ  
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× 

× 

x x x 

ตัวอยางที่   2.1.9    จงหาคาของ 

      (1)   9  ×  6                      (2)  6  ×  5 

แนวคิด     (1)      9    –   1 

       6    –    4  

       5    /     4 

            ไดจาก (–1) × (–4)  =  4 

            ไดจาก  9 + (–4)  =  9 – 4  =  5 

            หรือ      6 + (–1)  =  6 – 1  =  5 

  ดังนั้น  9  ×  6    =  54  

(2)       6    –   4 

       5    –   5 

       1   /   20                =  1 + 2/0   =   30 

            ไดจาก (– 4) × (–5)  =  20 

            และตองทด 2 

            ไดจาก  6 –  5  =  1  (หรือ 5 – 4) 

  ดังนั้น  6  ×  5    =  30 

               

ตัวอยางที่  2.1.10  ตอไปนี้เปนการหาผลคูณของจํานวนสองจํานวนที่มีคาเบี่ยงเบนฐานเปนลบ 

 

8   ×   6 91   ×   93 89   ×   97 

8   –   2 91   –   09 89   –   11 

6   –   4 93   –   07 97   –   03 

4   /   8 84   /   63 86   /   33 

ดังนั้น  8 × 6 = 48    ดังนั้น 91 × 94 = 8463 ดังนั้น 89 × 97 = 8633 
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x x x 

x x 

× 

 
     64   ×   98 79   ×  97    988   ×   998 

     64   –   36          79   –   21    988   –   012 

     98   –   02          97   –   03    988   –   002 

     62   /   72          76   /   63    986   /   024 

ดังนั้น 64 × 96 = 6272 ดังนั้น 79 × 97 = 7663   ดังนั้น 988 × 988 = 986024 

  

   998   ×   995    99976   ×   99998 

   998   –   002    99976   –   00024 

   995   –   005    99998   –   00002 

   993   /   010    99974   /   00048 

ดังนั้น 998 × 995 = 993010 ดังนั้น 99976 × 99998 = 9997400048 

 

ชนิดท่ี 5   กรณีสองจํานวนที่คูณกันจํานวนหนึ่งมีคาเบี่ยงฐานเปนบวก และอีกจํานวนหนึ่งมี 

คาเบี่ยงฐานเปนลบ 

ตัวอยางที่  2.1.11  จงหาคาของ  13 × 9  

แนวคิด           13   +   3  

         9   –    1 

       12    /   
_
3             =   12

_
3   =  117   

            ไดจาก   3 × (–1)  =  –3   =  
_
3  

            ไดจาก  13 – 1      =   12 (หรือ 9 + 3) 

 ดังนั้น  13  ×  9   =   117   
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แบบฝกหัดที ่2.1.2 

 

1.  จงหาผลคูณตอไปนี ้

(1.1)   12 × 12 (1.2)  14 × 13 (1.3)   17 × 17 

(1.4)  108 × 103 (1.5) 102 × 103  (1.6)  112 × 108 

(1.7)  113 × 109 (1.8) 112 × 111 (1.9) 1002 × 1007 

(1.10) 1007 × 1012 (1.11) 1110 × 1004 (1.12) 1003 × 1002  

 

2.  จงหาผลคูณตอไปนี ้

(2.1)   89 × 99 (2.2)  87 × 88 (2.3)   91 × 93 

(2.4)  989 × 995 (2.5) 999 × 988  (2.6)  998 × 992 

(2.7)  9998 × 9995 (2.8) 9989 × 9980 (2.9) 9988 × 9996 

(2.10)  98 × 102  (2.11) 108 × 98   (2.12) 1004 × 995   

(2.13) 1007 × 988 (2.14) 1110 × 989  (2.15) 1003 × 998   

 

สนุกกับตัวเลข  (4) 

ผลคูณที่ไดตัวเลขเรียงกลับ 

1 × 1 = 1 

3 × 7 = 21 

3 × 107 = 321 

         29 × 149 = 4321 

3 × 19×953 = 54321 

3 × 218107 = 654321 

19 × 402859 = 7654321 

32 × 9739369 = 87654321 

32 × 109739369 = 987654321 
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× 

�  สองชอง คือ ตําแหนงที่ใช
เขียนผลคูณของ a × (b × 10) ซ่ึง
จะอยูในตําแหนงหลักสิบ และ
ตําแหนงหลักรอย 

× 

ตอนที่ 2.2  การคูณโดยการจัดตําแหนงผลคูณ 

เร่ืองท่ี 2.2.1  การคูณท่ีตัวตัง้และตัวคูณประกอบดวยเลขโดดสองตัว 

 การคูณโดยการจัดตําแหนงผลคูณ สําหรับ a และ b ซ่ึงเปนเลขโดดสองตัวจะมีคาเปนจํานวน
เต็ม ตั้งแต 0 ถึง 9 ผลคูณ a × b จะมีคาเทากบั c × 10 + d สําหรับบางเลขโดด c และ d  
ถาเขียน  c × 10 + d เปนตัวเลขที่มีคาประจําตําแหนง จะได c × 10 + d  =  cd นั่นคือ a × b  =  cd  จึง
เห็นไดวา ผลคณูของเลขโดด a และ b  มีคาเปนจํานวนทีป่ระกอบดวยตัวเลขที่ไมเกนิสองหลัก  
 เชน  9 × 9  =  81   (คามากทีสุ่ดของผลคูณเลขโดดสองตัว) 
   6 × 5  =  30    
         1 × 7  =  7   หรือ 07 เปนตน 
 ดังนั้น ถา a และ b เปนเลขโดดในหลักหนวย จะมีผังการคูณ ดังนี้  
 

สิบ หนวย 

 
 
a 

b 
  

� � 
 ถา a เปนเลขโดดในหลักหนวย และ b เปนเลขโดดในหลกัสิบ และเขียน a และ b ในรูป 
คาประจําตําแหนง จะได  
 a  มีคาเทากับ a และ b มีคาเทากับ  b × 10  
ดังนั้น ผลคูณของจํานวนทั้งสองจะอยูในรปู 
   a × (b × 10)    =  cd × 10   (a × b  =  cd) 
       =  cdo    ( cdo เขียนในรูปคาประจําตําแหนง) 
 แสดงวา ถา a เปนเลขโดดในหลักหนวย และ b เปนเลขโดดใน หลักสิบ จะมีผังการคูณ ดังนี ้
 

รอย สิบ หนวย 

 
 
 

b 
  

 
a 

� �  

�  สองชอง คือ ตําแหนงที่ใชเขียนผลคูณ
ของ a × b ซ่ึงจะอยูในตําแหนงหลักหนวย 
และตําแหนงหลักสิบ (กรณีผลคูณที่ไดเปน

เลขโดดตัวเดยีว  �  ในหลักสิบ หมายถึง 0) 
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× 

�  สองชอง คือ ตําแหนงที่ใชเขียน
ผลคูณของ (a × 10) × (b × 10) ซ่ึงจะ
อยูในตําแหนงหลักรอย และหลักพัน 

× 

× 

 ทํานองเดียวกนั ถา a เปนเลขโดดในหลักสิบ และ b เปนเลขโดดในหลักหนวยจะมผัีงการคูณ 

ดังนี ้

รอย สิบ หนวย 

 
 
a 

 
  

 
 

b 

� �  

 

และถา a และ b ตางก็เปนเลขโดดในหลักสิบ จะมีผังการคูณ ดังนี้  

พัน รอย สิบ หนวย 

 
 
 

 
  

 
a 

b 

 
 

� �   

 

 ถา a, b, c, d  ตางเปนเลขโดด และ  ab กับ cd  เปนตัวเลขที่เขียนในรูปทีม่ีคาประจําตําแหนง  

ab × cd จะมีผังการคูณ ดังนี้   

 

  พัน รอย สิบ หนวย 

 

 
 

 
 

 
  

a 

c 

b 

d 

 

 

 

� 

 

� 

� 

� 

� 

� 

� 

� 

 

(1) 
 
(2) 
 
(3) 
 
(4) 
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× 

× 

บรรทัด (1) ชอง �  สองชอง แสดงตําแหนงของผลคูณ b × d  

บรรทัด (2) ชอง �  สองชอง แสดงตําแหนงของผลคูณ (a × 10) × d 

บรรทัด (3) ชอง �  สองชอง แสดงตําแหนงของผลคูณ c × (b × 10) 

บรรทัด (4) ชอง �  สองชอง แสดงตําแหนงของผลคูณ (a × 10) × (c × 10)  

 ถายายตําแหนงของชอง �  สองชองในบรรทัด (4)  ไปยงับรรทัด   (1)  ใหอยูในหลักพันและ

หลักรอย จะไดผังการคูณ ดงันี้  

 

พัน รอย สิบ หนวย 

 

 
 

 
 

 
  

a 

c 

b 

d 

� 

 

 

� 

� 

� 

� 

� 

� 

� 

 

    

 ผลลัพธที่ไดจากการบวกจํานวนในบรรทดั (1), (2) และ (3) ที่มีหลักตรงกันตามปกติ  

 

ตัวอยางที่ 2.2.1  จงหาผลคูณของ  48 × 69 

วิธีคิด         4 8 

       6 9 

(24 ไดจาก 4 × 6)       2 4 7 2      ( 72 ไดจาก 8 × 9) 

                 3 6     ( 36 ไดจาก 4 × 9) 

              4 8     (48  ไดจาก 8 × 6) 

        3 3 1 2    

 ดังนั้น  48 × 69   =  3312  

             

(1) 
 
(2) 
 
(3) 
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× 

(1) 
(2)          e  เปนตัวคูณ 
(3) 
(4) 
(5)          d เปนตัวคูณ 
(6) 

ตัวอยางที่ 2.2.2  จงหาผลคูณของ  41 × 69 

วิธีคิด         4 1 

       6 9 

(24 ไดจาก 4 × 6)         2 4 0 9        ( 09 ไดจาก 1 × 9) 

                   3 6    ( 36 ไดจาก 4 × 9) 

              0 6    (06  ไดจาก 1 × 6) 

          2 8 2 9     

 ดังนั้น  41 × 69   =  2829  

             
เร่ืองท่ี 2.2.2  การคูณที่ตัวตัง้ประกอบดวยเลขโดดสามตัว และตวัคูณประกอบดวยเลขโดดสองตัว  

ถา a, b, c, d และ e  เปนเลขโดด 

 ในการหาผลคณูของ abc × de  ที่เปนผลคูณที่ตัวตั้งประกอบดวยเลขโดดสามตัว และตัวคูณ

ประกอบดวยเลขโดดสองตัว ใชแนวคิดทํานองเดียวกนักับรูปแบบที ่ 1 แตเพิ่มหลักรอยที่ตัวตั้งขึน้อีก

หนึ่งหลัก ผังการคูณเปนดังนี ้ 

 

หมื่น พัน รอย สิบ  หนวย 
 

 
 
 
 
  

a 
 

b 
 
d 

c 
 
e 
 

 
 
 
 
 

� 

 
 

� 
 

� 

� 

 

� 
� 
� 

� 

� 
� 
 

� 
 

� 
 

 บรรทัด (1) ชอง  �  �  แสดงตําแหนงของผลคูณ  c  ×  e 

 บรรทัด (2) ชอง  �  �  แสดงตําแหนงของผลคูณ  (b × 10) × e 

 บรรทัด (3) ชอง  �  �  แสดงตําแหนงของผลคูณ  (a × 100) × e 
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× 

× 

 บรรทัด (4) ชอง  �  �  แสดงตําแหนงของผลคูณ  c × (d × 10) 

 บรรทัด (5) ชอง  �  �  แสดงตําแหนงของผลคูณ  (b × 10) × (d × 10) 

 บรรทัด (6) ชอง  �  �  แสดงตําแหนงของผลคูณ  (a × 100) × (d × 10) 

 นอกจากนี้ ถานํา  �  �  ในบรรทัด (3) ไปไวที่บรรทดั  (1) ในหลกัที่ตรงกันและนํา  �  �  

ในบรรทัด (6)  ไปไวที่บรรทัด (4)  ในหลักที่ตรงกัน จะไดทิศทางการวางตําแหนงทีม่ี  e  และ d เปนตัว

คูณ ดังนี ้
หมื่น พัน รอย สิบ หนวย 

  a b 
d 

c 
e 

 � � � � 
 (3) (1) 
  � �  
  (2)  

� � � �  
(6) (4)  

 � �   
 (5)   
     

ผังการคูณ เปนดังนี ้
 

หมื่น พัน รอย สิบ หนวย 
  a b c 
   d e 

 
 � � � � 
  � �  

� � � �  
 � �  

 
 

     

(1), (2) และ (3)  แสดงทิศทาง 

การวางตําแหนง � �  ของ
การคูณ c, b และ a ดวย e 

ตามลําดับ 
 
(4), (5) และ (6) แสดงทิศทาง

การวางตําแหนง � �  ของ
การคูณ c, b และ a ดวย d 

ตามลําดับ 
ชองผลลัพธ 
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ตัวอยางที่ 2.2.3  จงหาผลคูณของ  987 × 36 
วิธีคิด          9  8  7 
              3  6 
   (54  ไดจาก 9 × 6)      5 4  4  2 (42 ไดจาก  7 × 6) 
                                     4  8     (48 ไดจาก  8 × 6) 
 (27  ไดจาก 9 × 3)  2  7  2  1 (21 ไดจาก  7 × 3) 
 (24  ไดจาก 8 × 3)      2  4      
           3  5  5  3  2  

 ดังนั้น  987 × 36     =  35532                                               

 ถาเปนผลคูณของเลขสามหลักกับเลขสามหลักก็ทําไดทาํนองเดียวกนัโดยเพิ่มแถวของผลลัพธ 

การคูณดวยตวัเลขในหลักรอยของตัวคณูตออีกสองแถว แลวจึงหาผลบวกของผลคูณทั้งหมด  

ดังตัวอยางตอไปนี ้

 

ตัวอยางที่ 2.2.4  จงหาผลคูณของ  987 × 436  

วิธีคิด         9  8  7    

           4  3  6 

           5  4  4  2 

           4  8 

               2  7  2  1 

            2  4 

           3  6  2  8 

              3  2            ก 

             4 3  0   3  3  2 

ดังนั้น  987 × 436 = 430332 

             

 

 

 

× 
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แบบฝกหัดที ่2.2 

 

จงหาคาของ 

1.  47  ×  68 

2.  63  ×  327 

3.  472  ×  384 

4.  615  ×  738 

5.  1234  ×  389 

 

 
สนุกกับตัวเลข  (8) 

หนึ่งคูณกับหนึ่งได หนึ่ง สอง สาม 
 

11 ×  111 = 1221 
111  ×  111 = 12321 

1111  ×  111 = 123321 
11111  ×  111 = 1233321 

111111  ×  111 = 12333321 
1111111  ×  111 = 123333321 

11111111  ×  111 = 1233333321 
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 1 

  1 

 1 

  1 

1 

      2 

    1 

   1  3 

ตอนที่ 2.3  การคูณโดยใชตาราง 

เร่ืองท่ี 2.3.1  การคูณแบบธรรมดา 

 การคูณโดยใชตารางตามวิธีที่จะกลาวตอไปนี้มีความสะดวก โดยขณะที่คูณไมตองนาํตัวทด
ไปบวกในหลักถัดไป เมื่อจบัคูคูณเลขโดดทั้งหมดแลวหาผลบวกรวมยอดเปนผลคณูดังตวัอยางตอไปนี ้ 
ตัวอยางที่  2.3.1  จงหาคาของ  109 × 12 
แนวคิด  ขัน้ท่ี 1  เขียนตวัตั้งไวดานบนของตาราง และเขยีนตวัคุณไวดานขวาของตาราง โดยตารางทํา
เปนชองดังนี้         1      0      9 

   1 
   2 

ขั้นท่ี 2  ใสผลคูณลงในชอง         โดยใสชองลางกอน  (     )  

 สําหรับตัวทดถามีใสในชองบน  (     )   

 แถวบนในตารางจะเปนผลคณูของ 109 × 1 และแถวลางในตาราง 

 จะเปนผลคูณของ 109 × 2  ดังนี ้

                           1        0        9 

แถวบน 1 0 9 1 
แถวลาง 2 0 8 2 

ขั้นท่ี 3  หาผลบวกตามแนวทแยง //  ผลบวกที่ไดจะเปนผลคูณตามตองการ 

                           1        0        9 

1 0 9 1  
1 2 0 8 2 

 2 0 8             =  12108  =   1308 
             
 นั่นคือ  109 ×  12    =   1308                                         
ตัวอยางที่  2.3.2  จงหาคาของ   387 × 24 
แนวคิด   
                                3        8        7 

6 6 4 2  
8  2  2 8 4 

 2 8 8             =  81288    =   9288 
             
 
นั่นคือ  387 ×  24    =   9288                                                     
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7 
7 8 

7 8 

6 7 

6 7 

ตัวอยางที่  2.3.3  จงหาคาของ  89 × 9988 

แนวคิด 
8 9  

 2 1 9 

2 1 9 

4 2 8 

4 2 8 

    13 2  

 

 นั่นคือ 89 × 9988 = 888932 

                                                                                                      

เร่ืองท่ี 2.3.2  การคูณโดยจัดเปนจํานวนเครื่องหมายคละ 

 ในกรณีที่ตัวตั้งหรือตัวคูณมีเลขโดดที่เกิน 5 อยูหลายตัว อาจแปลงเปนตัวเลขในนิขิลัมสูตร

กอนแลวคูณโดยใชตารางก็จะทําใหใชการคูณ   ตัวเลขที่ไมเกิน 5 ดังตัวอยางตอไปนี้ 

ตัวอยางที่  2.3.4  จงแปลง 89 × 9988 เปนตัวเลขในนิขิลัมสูตรแลวหาผลคูณโดยใชตาราง 

แนวคิด   89 × 9988 = 
__
111 × 

__
2110  

          1       
_
1        

_
1  

1 1 1    

0 0 0 

 0 0 0 

1 1 1 

2 2 2 

          
_
1        3       2 =  1 

_
1

_
1

_
1

_
1  3 2 

             =  8 8 8 9 3 2 
 นั่นคือ 89 × 9988 = 888932                 

 

 

 

       

 

 1 

= 7171718132 = 888932 
               18 

 

           17 

 

                                17 

 

    
_
1  

 
_
1  

    
_
1   

   

   0 

    1 
  0 

  
_
2  

  
_
1  
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9 

9 

9 

 9 

 9 

 9 

 7 
       7         8        8        6        4 
     1         1        1        1 

= 1 0 0 1 1 0 0 3 6 

= 1 0 0 0 8 9 9 6 4 

 

    1 

 1 

   1 

1 

ตัวอยางที่  2.3.5   จงหาคาของ 10012 × 9997 

แนวคิด  วิธีท่ี 1 

        1       0         0          1          2 

 

 

 

 

วิธีท่ี 2 10012 × 9997 = 10012 × 10003 

          1         0          0         1           2 

1 0 0 1 2 

     

     

     

    3 0 0    3 6 

1 0 0 3 6 

 นั่นคือ 10012 × 9997 = 100089964                                               

ขอสรุป     การคูณโดยใชตารางนี้เปนการคูณเลขโดดกับเลขโดดไดผลลัพธเปนเทาใด เขียนผลลัพธ

เหลานั้นลงในชองตารางโดยไมตองทด หลังจากนั้นจึงบวกทแยง จะไดผลลัพธของการคูณ ซ่ึงทําให

ไดผลคูณรวดเร็วและผิดพลาดนอย นอกจากนี้กรณีที่เลขโดดในตัวตั้งหรือตัวคูณมีคาเกิน 5 สามารถใช    

นิขิลัมสูตรแปลงใหใชตัวเลขที่ไมเกิน 5 แลวทําการคูณแบบตารางก็จะสะดวกและรวดเร็วข้ึน 

 

 

 

9  0 0 9 8 

9 0 0 9 8 

9 0 0 9 8 

7 0 0 7 4 

= 100089964 

นั่นคือ 10012 × 9997 = 100089964 

1 

0 

0 

0 

3 

 

1 

0 

0 

1 

   9 
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แบบฝกหัดที ่2.3 

 

จงหาคาของผลคูณตอไปนี้ 
1.  287 × 315 
2.  38644 × 9998 
3.  27413 × 5615 
4.  374 × 89 × 463 
5.  27135 × 246 × 4138 
6.  99998 × 819 × 19210 

 

ตอนที่ 2.4  การคูณแนวตั้งและการคูณไขว 

เร่ืองท่ี 2.4.1  การคูณธรรมดา 

 การหาผลคูณโดยใชการคูณแนวตั้งและการคูณไขวนี้เปนวิธีการคูณวิธีหนึ่ง ซ่ึงรูปแบบการคูณ

จะเปนรูปแบบที่สมมาตร ดังตัวอยางการคูณตอไปนี้ 

ตัวอยางที่  2.4.1    42 × 31 มีผังการคูณแนวตั้งและการคูณไขวดังนี้ 

         4 2 

 

         3 1 

 เมื่อ • แทนตําแหนงของเลขโดดของตัวตั้งและตัวคูณจะมีผังการคูณเปนรูปสมมาตร และมี 3 

ขั้นตอนการคูณจากขวาไปซายดังนี้ 

  4      4  2    2 

  •    •            • • 

  •    •            • • 

  3      3  1    1 

        ขั้นที่ 3     ขั้นที่ 2        ขั้นที่ 1 

    4 × 3 = 12     (4 × 1) + (3 × 2) = 10            2 × 1 = 2 

 ผลลัพธที่ไดจากการคูณในแตละขั้นจะไดตําแหนงของเลขโดดในผลลัพธ คือ ตําแหนง 
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x 

หลักหนวย หลักสิบ หลักรอย ตามลําดับจากขั้นที่ 1, 2 และ 3 สําหรับในขั้นใดที่ผลคูณเปนเลขโดดสอง
ตัว เลขโดดตัวหนาจะทดไปในหลักที่สูงขึ้นหนึ่งหลัก ดังนี้ 

          4  2 

          3  1 

         12     10  2 =  1302                  
 

ตัวอยางที่  2.4.2  จงหาผลคูณของ 89 × 23 

แนวคิด  เนื่องจากตัวตั้งและตัวคูณเปนเลขสองหลัก จึงมีผังการคูณดังนี้ 

     •        • 

     •        • 
        ขั้นที่ 3      ขั้นที่ 2          ขั้นที่ 1 

      

 

 

 

 

ตัวอยางที่  2.4.3  จงหาผลคูณของ 302 × 514 

แนวคิด  ผังการคูณแบงเปน 5 ขั้นตอน ดังนี้ 

       •  •  •             •  •  •          •  •  •           •  •  •           •  •  •       

       •  •  •             •  •  •          •  •  •           •  •  •           •  •  •                 

    ขั้นที่ 5                 ขั้นที่ 4              ขั้นที่ 3             ขั้นที่ 2                 ขั้นที่ 1             

 (คูณ 1 คู)             (คูณ 2 คู)          (คูณ 3 คู)           (คูณ 2 คู)            (คูณ 1 คู) 

 

 
 

 

 

 

 

การคํานวณ 
   8 6 
   2         3 

      16     36      18   = 1978  

× 

ขั้นตอนการคณู 
1)  6 × 3 = 18 
2)  (8 × 3) + (2 × 6) = 36 
3)  8 × 2 = 16                     

   การคํานวณ 
 3   0   2 
 5   1   4 

15   3    22    2    8     = 155228 
 

× 

       ขั้นตอนการคูณ 

1)  2 × 4 = 8 

2)  (0 × 4) + (1 × 2) = 2 

3)  (3 × 4) + (0 × 1) + (5 × 2) = 22 

4)  (3 × 1) + (5 × 0) = 3 

5)  3 × 5 = 15             

 

  



 73 

× 

ตัวอยางที่  2.4.4  จงหาผลคูณของ 321 × 43 

แนวคิด  เนื่องจากจํานวนหลักของตัวตั้งมากกวาตัวคูณ จึงใสเลข 0 หนาตัวคูณใหจาํนวนเลขโดดของ

ตัวตั้งและตัวคณุเทากนัเสียกอน แลวทําการคํานวณ 

        3   2   1 

        0   4   3 

              12  17  10  3   =  13803                

                                                                                                           

ตัวอยางที่  2.4.5  จงหาผลคูณ 3251 × 7604 

แนวคิด  ผังการคุณแบงเปน 7 ขั้นตอนดังนี ้

•  •  •  •        •  •  •  •      •  •  •  •      •  •  •  •      •  •  •  •      •  •  •  •        •  •  •  •      

•  •  •  •        •  •  •  •      •  •  •  •      •  •  •  •      •  •  •  •      •  •  •  •        •  •  •  •      

   ขั้นที่ 7              ขั้นที่ 6             ขั้นที่ 5            ขั้นที่ 4              ขั้นที่ 3           ขั้นที่ 2              ขั้นที่ 1 

      

           การคํานวณ 

                    3    2    5   1 

                    7    6    0   4 

21   32   47   49   14   20   4     =  24720604 

  

  ขั้นตอนการคณู 

1)  1 × 4 = 4 
2)  (5 × 4) + (0 × 1) = 20 
3)  (2 × 4) + (5 × 0) + (6 × 1) = 14 
4)  (3 × 4) + (2 × 0) + (6 × 5) + (7 × 1) = 49 
5)  (3 × 0) + (2 × 6) + (7 × 5) = 47 
6)  (3 × 6) + (7 × 2) = 32 
7)  3 × 7 = 21 
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× 

ขอสังเกต  ในการคูณแนวตัง้และการคูณไขวมีลักษณะดงันี้ 

 1.  จํานวนเลขโดดของตัวตั้งและตัวคูณตองเทากัน ในกรณีไมเทา ใหเตมิ 0 หนาตวัตั้งหรือ 

ตัวคูณทีน่อยกวาใหมตีัวเลขโดดเทากับตวัตั้ง หรือตัวคูณที่มีจํานวนเลขโดดมากกวา 

 2.  ผลจาก 1. จะทําใหจํานวนเลขโดดในการคูณเทากับ 2n เมื่อ n = 1,2,3... จะมีขั้นตอนการคูณ

เทากับ 2n - 1 ขั้นตอน 

 3.  ตั้งแตขั้นที่ 1 ถึงขั้นที่ n จํานวนการจับคูเพื่อคูณกนัทั้งแนวตั้งและคูณไขวจะเทากับตัวเลข

แสดงอันดับทีข่องขั้นนั้น ๆ สําหรับขั้นที่ n + 1 จนถึงขั้นที่ 2n - 1 จํานวนการจับคูคูณกันในแตละขั้นที่

เพิ่มขึ้นจะลดลงทีละ 1 ตามลําดับ 

 

ตัวอยางที่  2.4.6  จงหาผลคูณของ 12131 × 20412 

แนวคิด  เนื่องจากทั้งตัวตั้งและตัวคูณตางกเ็ปนตัวเลข 5 หลัก ดังนัน้ ขั้นตอนการคูณมีทั้งหมด  

2(5) - 1 = 9 ขั้นตอน ดังนี ้

                               การคํานวณ 

                         1   2  1  3  1 

                           2   0  4  1  2 

 2  4  6  15  10  17  9  7  2   =  247617972 

ขั้นตอนการคณู 

1)  1 × 2 = 2 

2)  (3 × 2) + (1 × 1) = 7 

3)  (1 × 2) = (3 × 1) + (4 × 1) = 9 

4)  (2 × 2) + (1 × 1) + (4 × 3) + (0 × 1) = 17 

5)  (1 × 2) + (2 × 1) + (1 × 4) + (0 × 3) + (2 × 1) = 10 

6)  (1 × 1) + (2 × 4) + (0 × 1) + (2 × 3) = 15 

7)  (1 × 4) + (2 × 0) + (2 × 1) = 6 

8)  (1 × 0) + (2 × 2) = 4 

9)  1 × 2 = 2            
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 ในกรณีที่ตัวตัง้และตัวคณูมีเลขโดดที่มากกวาเลข 5 เราสามารถแปลงเปนเลขโดดที่มีคานอย

กวาเลข 5 ไดโดยใชนิขิลัมสูตรจะทําใหการคูณงายขึ้นดังตัวอยางตอไปนี้ 

 

เร่ืองท่ี 2.4.7  การคูณโดยจัดเปนจํานวนเครื่องหมายคละ 

ตัวอยางที่  2.4  จงหาผลคูณของ 39 × 49 

แนวคิด  39 =  4 
_
1   และ  49  =   5 

_
1  

          4  
_
1  

          5  
_
1  

           2  0  
_
9   1   =  1911                   

 

ตัวอยางที่  2.4.8  จงหาผลคูณของ 291 × 388 

แนวคิด   291 = 3  
_
1   1 และ 388 = 4  

_
1  

_
2  

    การคํานวณ 

             3  
_
1   1 

             4  
_
1  

_
2  

1  2  
_
7  

_
1  1 

_
2   =  112908 

 

 

 
 
ตัวอยางที่  2.4.9  จงหาผลคูณของ 818 × 39 

แนวคิด  8  1  8  =  1 
_
2  2 

_
2  และ 3  9  =  4 

_
1  

  การคํานวณ 

  1 
_
2   2 

_
2  

  0  0  4  
_
1  

 4  
_
9    10 10  2  =  4  

_
8  

_
1   0  2  =  3  1  9  0  2   

 

ขั้นตอนการคณู 

1)  1 × 
_
2  = 

_
2  

2)  (
_
1 ×

_
2 ) + (

_
1 × 1) = 1 

3)  (3 ×
_
2 ) + (

_
1 ×

_
1 ) + (4 × 1) = 

_
1  

4)  (3 ×
_
1 ) + (4 ×

_
1 ) = 

_
7  

5)  3 × 4 = 12           

× 

x 

x 
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ตัวอยางที่   2.4.10  จงหาผลคูณของ 37898 × 19989 

แนวคิด  37898 = 4  
_
2  

_
1  0 

_
2  และ 19989 = 200

_
1

_
1   

       การคํานวณ 

       4 
_
2  

_
1  0  

_
2  

       2  0  0 
_
1  

_
1  

                        8 
_
4  

_
2  

_
4  

_
6  3  1  2  2     =  757543122 

            ขั้นตอนการคูณ 

1)  
_
2  ×

_
1  = 2 

2)  (0 ×
_
1 ) + (

_
1 ×

_
2 ) = 2 

3)  (
_
1 ×

_
1 ) + (0 ×

_
1 ) + (0 ×

_
2 ) = 1 

4)  (
_
2 ×

_
1 ) + (

_
1 ×

_
1 ) + (0 × 0) + (0 ×

_
2 ) = 3 

5)  (4 ×
_
1 ) + (

_
2 ×

_
1 ) + (

_
1 × 0) + (0 × 0) + (2 ×

_
2 ) = 

_
6  

6)  (4 ×
_
1 ) + (

_
2 × 0) + (

_
1 × 0) + (2 × 0) = 

_
4  

7)  (4 × 0) + (
_
2 × 0) + (2 ×

_
1 ) = 

_
2  

8)  (4 × 0) + (2 ×
_
2 ) = 

_
4  

9)  4 × 2 = 8                             

 

 ในการคูณจํานวนที่มีจดุทศนยิมสามารถทําการคูณไดโดยปรกติ โดยตาํแหนงของจดุทศนิยม

ผลคูณเทากับผลบวกของตําแหนงทศนิยมของจํานวนทั้งสองที่คูณกัน 

ตัวอยางที่ 2.4.11  จงหาผลคูณของ 34.1 × 4.54 

แนวคิด  เนื่องจากตัวตั้งมีทศนิยม 1 ตําแหนง และตัวคูณมีทศนิยม 2 ตําแหนง ดังนั้นผลลัพธมีทศนิยม 

3 ตําแหนง การคูณเปนดังนี ้

          3     4  .  1 

          4  .  5     4 

           12  31  3  .  6  21   4     =  154.814        

 

× 

× 
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× 

ตัวอยางที่  2.4.12  จงหาผลคูณของ 8.18 × 3.9 

แนวคิด  เนื่องจากตัวตั้งมีทศนิยม 2 ตําแหนงตวัคูณมีทศนิยม 1 ตําแหนง ดังนัน้ผลพัทธมีทศนิยม 3 

ตําแหนง นอกจากนี ้

 8 . 1 8  = 1 
_
2  . 2 

_
2  และ 3 . 9  =  4 . 

_
1  การคูณเปนดังนี ้

      1  
_
2   .  2  

_
2  

      0  0      4 . 
_
1  

   4  
_
9  . 10    01    2    =  4 

_
8  . 

_
1  0 2  =  3 1 . 9 0 2      

ขอสรุป    

 การคูณโดยใชผังการคูณนี้ผังการคูณเปนผังที่เปนรูปสมมาตร ในกรณทีี่ตัวตั้ง และตัวคูณมี

จํานวนหลักไมเทากันตองเติมศูนยหนาจาํนวนที่มหีลักนอยกวาโดยใช 0 แทนหลักที่ขาดไป แลวจึงทํา

การคูณเลขโดดทีละ 1,2,...n,...,2, 1 คูตามผังการคูณ 
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แบบฝกหัดที ่2.4 

 

จงหาผลคูณตอไปนี ้

1.  45 × 58 

2.  314 × 67 

3.  8121 × 374 

4.  31.28 × 4.35 

5.  3561 × 62.5 

 

 

            สนุกกับตัวเลข (7) 

การคูณที่มีเจด็กับเกาไดของแถมเปนหนึ่งกับสอง 

779 × 

7779 × 

77779 × 

777779 × 

7777779 × 

77777779 × 

777777779 × 

99 

999 

9999 

99999 

999999 

9999999 

99999999 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

77121 

7771221 

777712221 

77777122221 

7777771222221 

777777712222221 

77777777122222221 
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หนวยท่ี  3 
ทักษะการคํานวณ 3 (การหาร) 

 
ตอนที่ 3.1  การหารสังเคราะห 
ตอนที่  3.2  ทศนิยม 
 
แนวคิด 1.  การหารที่ตัวหารนอยกวา 10 หรือ 100 หรือ 1000 เล็กนอยนั้น ใชวิธีการหารสังเคราะหจะ 

     สะดวกกวา 
 2.  ในการหาผลหารเปนทศนิยม จะตองเติม 0 ตอทายตัวตั้งเทากับจํานวนตําแหนงของทศนิยม 
       ที่ตองการ 
 
วัตถุประสงค 
 เมื่อศึกษาหนวยที่ 3 จบแลว นักเรียนสามารถ 
 1.  หาผลหารโดยวิธีการหารสังเคราะหได 
 2.  หาผลหารที่เปนทศนิยมโดยวิธีการหารสังเคราะหได 
 
กิจกรรมระหวางเรียน 
 1.  อาจารยอธิบายแนวคิดและแสดงตัวอยางการหารที่ตัวหารนอยกวา 10 หรือ 100 หรือ 1000  

     เล็กนอย โดยใชวิธีการหารสังเคราะห 
 2.  นักเรียนทํากิจกรรมตามตัวอยางและแบบฝกหัด 
 3.  นักเรียนประเมินพัฒนาการของตนเอง 
 
สื่อการสอน 
 1.  เอกสารการสอน 
 2.  แบบฝกปฏิบัติ 
 3.  เครื่องฉายขามศีรษะ 
 
ประเมินผล 
 ประเมินผลจากแบบฝกหัดและการทดสอบ 

 

 



 80 

 ตอนที่ 3.1  การหารสังเคราะห 

เร่ืองท่ี 3.1.1  การหารที่ตัวหารเปนเลขโดดที่มากกวา 5  

 ในการคูณโดยเฉพาะเลขโดดที่นํามาคูณกันนั้นมีคามากกวา 5     ถาใชจํานวนเครื่องหมายคละ

ทําใหคูณงายขึ้นในทํานองเดียวกันสําหรับการหาร ถาตัวหารมีเลขโดดที่มีคามากกวา 5 เมื่อใชจํานวน

เครื่องหมายคละผสมกับการหารสังเคราะหก็จะทําใหการหารนั้นงายขึ้น ดังตัวอยางตอไปนี้โดยจะ

แสดงวิธีคิดเปนขั้นตอน 

ชนิดท่ี 1  ตัวหารเปนเลขโดดที่มากกวา 5 

ตัวอยางที่ 3.1.1  จงหาร 34 ดวย 9 

แนวคิด 

 ขั้นท่ี 1  หาจํานวนทบสิบของตัวหารคือจํานวนสิบของ 9 ซ่ึงคือ 1 เขียน 1 ไวใต 9 แลวเขียน

การตั้งหารดังนี้ 

   9 ) 3 4 

   1 

 ขั้นท่ี 2  ใช 1 ซ่ึงเปนจํานวนทบสิบของตัวหาร ทําการหารแทนตัวหารเดิม แลวเขียนขีด | 

แบงตัวตั้ง โดยเขียน | หลังเลขโดด ในตําแหนงที่เทากับจํานวนเลขโดดของตัวหาร ในที่นี้ตัวหารเปน

เลขโดด 1 ตัว ดังนั้น     จากตัวตั้งคือ 34 นับเลขโดดจากทางขวาไปทางซาย 1 ตัวแลวเขียนขีด | คั่น จะ

ได 3 | 4 ใหยาวพอสมควรดังนี้ 

   9 )  3     4 

   1  

หมายเหตุ  จะใช MD แทนตัวหารที่ปรับปรุงใหม ซ่ึงในที่นี้คือจํานวนทบสิบของตัวหารเดิม และจะใช 

D แทนตัวตั้ง 

 ขั้นท่ี 3  ขีดเสนใตบรรทัดที่ 2 แลวชักเลขโดดทางซายสุดของ D (ในที่นี้คือ 3 และอยูทางซาย

ของ | ในตัวตั้ง) ลงมาตรงๆ และเขียนไวในบรรทัดที่ 3 

   9 )   3    4 

 MD   1 

          3 
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 ขั้นท่ี 4  คูณเลขโดดที่ชักลงมาในบรรทัดที่ 3 ดวยเลขโดดตัวซายสุดของ MD (ในที่นี้ MD มี

เลขโดดตัวเดียวคือ 1) จะได 3 × 1 = 3 แลวเขียนผลคูณไวบรรทัดที่ 2 ใตตัวตั้งในหลักถัดไปทางขวา 

(ในที่นี้คือหลักหนวย) 

9 ) 3    4 

   1         3 

        3 

ขั้นท่ี 5  บวกเลขในหลักหนวยของแถวที่ 1 และ 2 จะได 4+3 = 7 เขียน 7 ไวบรรทัดที่ 3 ใหตรง

กับตัวเลขที่บวกกันจะเห็นวา | อยูหนา 7 

   9 ) 3      4 

   1 3 

        3 7 

 ผลลัพธคือ  3 

 เศษคือ        7 

 ดังนั้น 34 ÷ 9 = 3 เศษ 7 

  

ตัวอยางที่  3.1.2  จงหาร 60 ดวย 9 

แนวคิด 

 ขั้นท่ี 1-2 เนื่องจากตวัหารคือ 9 ดังนั้น MD = 1 เขียนภาพตั้งหารไดดังนี้  

   9 )  6     0 

   1  

ขั้นท่ี 3  ชัก 6 ซ่ึงเปนเลขโดดซายสุดของตัวตั้งลงมาบรรทัดที่ 3 

   9 )  6      0 

   1    

         6   

 ขั้นท่ี 4  คูณ 6 ที่ชักลงมาดวย MD คือ 1 จะได 6 × 1 = 6 แลวเขียนไวบรรทัดที่ 2 ในหลักถัดไป

ทางขวา 
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9 )  6      0 

   1   6 

         6   

 ขั้นท่ี 5  บวกเลขในหลักหนวยของบรรทัดที่ 1 และ 2 ได 0 + 6 = 6 แลวเขียนไวบรรทัดที่ 3 จะ

เห็นวา | อยูหนา 6 ที่เปนผลบวก 

   9 )  6      0 

   1   6 

         6  6 

 ผลลัพธคือ 6 

 เศษคือ      6 

 ดังนั้น 60 ÷ 9 = 6 เศษ 6 

   

ตัวอยางที่  3.1.3  จงหาร 213 ดวย 9 

แนวคิด 

 ขั้นท่ี 1-2 9 )  2  1     3 

   1 

 ขั้นท่ี 3  ชัก 2 ที่เปนเลขโดดซายสุดของตัวตั้งลงมาบรรทัดที่ 3 

   9 )  2  1     3 

   1 

         2 

 ขั้นท่ี 4  คูณ 2 ที่ชักลงมาดวย 1 ที่เปนเลขโดดเพียงตัวเดียวใน MD จะได 2 × 1 = 2 เขียน 2 ไว

บรรทัดที่ 2 ในหลักถัดไปทางขวา (ในที่นี้คือหลักสิบ) แลวหาผลบวกเลขโดดในหลักสิบของบรรทัดที่ 

1 และ 2 จะได   1 + 2 = 3 เขียนไวบรรทัดที่ 3 ใหตรงกับเลขโดดที่บวกกัน 

   9 )  2  1      3 

   1        2 

         2  3      
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 ขั้นท่ี 4 (ก)  นํา 1 ใน MD ไปคูณ 3 ในบรรทัดที่ 3 ที่เปนผลบวกในหลักสิบจะได 3 × 1 = 3 

เขียน 3 ไวบนหลักหนวยในบรรทัดที่ 2 

   9 )  2  1      3 

   1         2      3 

          2  3      

 ขั้นท่ี 5  หาผลบวกของเลขโดด ในหลักหนวยของบรรทัดที่ 1 และ 2 จะได 3 + 3 = 6 เขียน 6 

ลงในบรรทัดที่ 3 ใหตรงกับเลขโดดที่บวกกัน 

9 )  2  1      3 

   1         2      3 

          2  3      6 

 ผลลัพธคือ  23 

 เศษคือ         6 

 ดังนั้น 213 ÷ 9 =  23 เศษ 6 

  

ตัวอยางที่  3.1.4  จงหาร 323 ดวย 9 

แนวคิด   9 ) 3  2      3 

   1        3      5 

         3  5      8   

 ผลลัพธคือ  35 

 เศษคือ         8 

 ดังนั้น 323 ÷ 9  =  35 เศษ 8 

  

ตัวอยางที่  3.1.5  จงหาร 12121 ดวย 9 

แนวคิด  9 ) 1   2    1     2      1 

  1         1    3     4      6 

                   1     3    4     6      7 
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ผลลัพธคือ  1346 

 เศษคือ             7 

 ดังนั้น  12121 ÷ 9 = 1346 เศษ 7 

  

 ในกรณีที่ทําการหารแลวไดเศษเกินกวาตัวหารดั้งเดิม จะตองทําการหารเศษตอไปแลวนํา

ผลลัพธที่ไดไปบวกกับผลลัพธเดิม จะไดผลลัพธใหมเปนคําตอบ และเศษที่ไดใหมที่ไมเกินตัวหาร

ดั้งเดิมก็จะเปนเศษของการหารโดยแทจริงดังตัวอยางตอไปนี้ 

 

ตัวอยางที่  3.1.6  จงหาร 67 ดวย 9 

แนวคิด           9 )   6      7 

                  6 

         6      13 

 จะเห็นวา ผลลัพธคือ 6 เศษ 13 แตเศษคือ 13 มากกวาตัวหารดั้งเดิมคือ 9 ดังนั้นจะตองหาร 13 

ดวย 9 อีกดั้งนี้ 

  9 )  1      3 

  1             1 

        1       4 

 นํา 1 ไปบวกกับผลลัพธเดิม จะได 6 + 1 = 7 เปนผลลัพธใหมและเศษที่ไดใหมคือ 4 เปนเศษที่

แทจริง 

 จะไดผลลัพธคือ  6 + 1 = 7 

 เศษคือ   4 

 ดังนั้น 67 ÷ 9 = 7 เศษ 4 
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ถาเขียนการหาร 2 คร้ังอยางตอเนื่องจะเขียนไดดังนี้ 

  9 )  6       7 

  1   6 

                               6  1     3 

           1  

   1      4 

         6 1      4     =   61 | 4 = 7 | 4 

ผลลัพธคือ  7 

เศษคือ       4 

ดังนั้น  67 ÷ 9 = 7 เศษ 4 

  

ตัวอยางที่  3.1.7  จงหาร 167 ดวย 9 

แนวคิด 

   9 )  1   6        7 

  1         1        7 

                                   1 7     1      4 

                  1  

            17       1      5     =   171 | 5 = 18 | 5 

ผลลัพธคือ  18 

เศษคือ          5 

ดังนั้น 167 ÷ 9 = 18 เศษ 5 
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ตัวอยางที่  3.1.8  จงหาร 1011638 ดวย 9 

แนวคิด  9 ) 1   0   1   1   6   3       8 

  1         1   1   2   3   9       12 

                          1   1   2   3   9   12     20 

        1   1   2   4   0   2   2   0 

                2 

           2   2 

       1   1   2   4   0   2   2   2      =  1124022 | 2 

      =  112404 | 2 

ผลลัพธคือ  112404 

เศษคือ          2 

ดังนั้น 1011638 ÷ 9 = 112404 เศษ 2 

  

ตัวอยางที่  3.1.9  จงหาร 1012 ดวย 8 

แนวคิด  จํานวนทบสิบของ 8 คือ 2 จึงทําการหารดังนี้ 

    8 )  1   0   1     2 

    2         2   4     10 

          1   2   5     1      2 

          2 

               1     4 

           1   2   5     1     4 = 1251 | 4 = 126 | 4 

 ผลลัพธคือ  126  

 เศษคือ           4 

 ดังนั้น 1012 ÷ 8 = 126 เศษ 4 
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ตัวอยางที่   3.1.10  จงหาร 3124 ดวย 7 

แนวคิด  7 )  3    1      2          4 

  3           9    30         96   

        3    10    32        100   

        4     3     2   10    0 

    3   9 

               13   9 

         4     3     2  13    9   = 432 + 13 | 9 = 445 | 9  

 แตเศษ 9 มากกวา 7 และ 9 ÷ 7 = 1 เศษ 2 

 ดังนั้น 445 | 9 = 445 | 1 | 2 = 445 + 1 | 2 = 446 | 2 

 ผลลัพธคือ    446 

 เศษคือ  2 

 ดังนั้น 3124 ÷ 7 = 446 เศษ 2 

  

เร่ืองท่ี 3.1.2  การหารที่ตัวหารมีตัวเลขมากกวาหนึ่งตัว 

ชนิดท่ี 2  ตัวหารมีเลขโดดมากกวา 1 ตัว ในกรณีนี้จะใชจํานวนทบรอย  ทบพัน ฯลฯ ของตัวหารเขา

ชวยในการหาร 

ตัวอยางที่ 3.1.11  จงหาร 216 ดวย 89 

แนวคิด  ขั้นที่ 1-2 หาจํานวนทบรอยของ 89 ซ่ึงคือ 11 จะได MD = 11 เนื่องจาก MD มีเลขโดด 2 ตัว จึง

แบงตัวตั้ง 216 ดวย | โดยนับเลขโดดจากทางขวาของตัวตั้งไปทางซาย 2 ตัวแลวเขียน | ขางหนา 

หลังจากนั้นเขียนการตั้งหารจะได 

     8   9   )   2     1   6 

     1   1 

 ขั้นท่ี 3  ขีดเสนใตบรรทัดที่ 2 แลวชักเลขโดดซายสุดของ D  

(ในที่นี้คือ 2) ลงมาตรง ๆ และเขียนไวบรรทัดที่ 3 
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   8   9   )   2     1   6 

                  1   1 

       2 

 ขั้นท่ี 4  นํา 11 ซ่ึงเปน MD ไปคูณกับ 2 ที่ชักลงมา จะได 2 × 11 = 22 เขียน 22 ไวบรรทัดที่ 2 

ในสองหลักถัดไปทางขวา 

     8   9   )   2     1   6 

     1   1           2   2 

              2  

 ขั้นท่ี 5  บวก 16 กับ 22 จะได 16 + 22 = 38 เขียนไวบรรทัดที่  3 ใหตรงกับตัวเลขที่บวกกันจะ

เห็นวามี | หนา 38 ซ่ึง 38 คือเศษ สวน 2 ที่ชักลงมาตั้งแตตนคือผลลัพธ 

     8   9   )   2     1   6 

     1   1           2   2 

              2      3   8  

 ผลลัพธคือ 2 

 เศษคือ      38 

 ดังนั้น 216 ÷ 89 = 2 เศษ 38 

  

ตัวอยางที่ 3.1.12  จงหาร 112 ดวย 87 

แนวคิด         8   7   )   1     1   2 

     1   3           1   3 

                1     2   5 

 ผลลัพธคือ  1 

 เศษคือ        25 

 ดังนั้น 112 ÷ 87 = 1 เศษ 25 
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ตัวอยางที่  3.1.13  จงหาร 34567 ดวย 89 

แนวคิด  ขั้นท่ี 1-2      8  9  )  3  4  5     6  7 

      1  1  

 ขั้นท่ี 3  เนื่องจากจะตองใชหลายบรรทัดในการคํานวณ จึงขีดเสนใตไวบรรทัดที่หางจาก

บรรทัดที่ 1 พอสมควร แลวชัก 3 ซ่ึงเปนเลขโดดซายสุดของตัวตั้งลงมา 

      8  9  )  3  4  5     6  7 

      1  1  

                  3 

 ขั้นท่ี 4  นํา MD = 11 คูณ 3 ที่ชักลงมา จะได 3 × 11 = 33 เขียนไวบรรทัดที่ 3 ในสองหลัก

ถัดไปทางขวา 

   8  9  )  3  4  5     6  7 

   1  1   3 3 

              3 

 ขั้นท่ี 4 (ก)  บวก 4 กับ 3 ซ่ึงเปนเลขโดดในบรรทัดที่ 1 และ 2 อยูในหลักพันเหมือนกันจะได  

4 + 3 = 7 เขียน 7 ลงมาตรงๆ ในบรรทัดลางสุด 

   8  9  )  3  4  5     6  7 

   1  1   3 3 

              3  7 

 ขั้นท่ี 4 (ข)   นํา MD = 11 คูณ 7 ในบรรทัดสุดทาย จะได  

7 × 11 = 77 เขียน 77 ไวในบรรทัดที่ 3 ในหลักถัดไปทางขวา 

   8  9  )  3   4   5     6  7 

   1  1          3   3  

           7      7 

              3   7 
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 ขั้นท่ี 4 (ค)  บวก 5 กับ 3 กับ 7 ซ่ึงเปนเลขโดดในบรรทัดที่ 1, 2 และ 3 อยูในหลักรอย

เหมือนกัน จะได 5 + 3 + 7 = 15 เขียน 15 ลงมาตรงๆ ในบรรทัดลางสุด (ที่เขียน 15 เพระ 15 เปนเลข 2 

หลัก จึงเขียน 15  เพื่อเตรียมทด 1 ไปหลักทางซาย) 

   8  9  )  3   4   5     6  7 

   1  1          3   3  

           7  7  

              3   7 15 

 ขั้นท่ี 4 (ง)  นํา MD = 11 คูณ 15 ในบรรทัดสุดทาย จะได 15 × 11 = 15 15 ไวบรรทัดที่ 4 ใน 

สองหลักถัดไปทางขวา 

8  9  )  3   4   5     6  7 

   1  1          3   3  

             7  7 

                  15 15 

              3   7 15      

 ขั้นท่ี 5  หาผลบวกของ 6 กับ 7 กับ 15 และ 7 กับ 15 จะได  

6 + 7 + 15 = 28  และ 7 + 15 = 22 แลวเขียนผลลัพธลงมาบรรทัดสุดทาย    ใหตรงกับเลขที่บวกกันจะเห็น

วามี | หนา 28 

 8  9  )  3   4   5     6  7 

    1  1          3   3  

             7   7 

                   15 15 

                3   7 15    28  22 

 ขั้นท่ี 6  เศษที่ไดคือ 28 22 = 302 ซ่ึงมีคาเกิน 89 จึงทําการหารเศษตอไป ดังนี้ 

      8   9  )  3      0   2 

      1   1             3   3 

     3      3   5   
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จะไดผลลัพธคือ  3 

 เศษคือ  35 

 ขั้นท่ี 7  นําผลลัพธ 3 ไปบวกกับผลลัพธเดิม คือ 3715 จะได      3715 + 3 = 385 + 3 = 388 คือ 

ผลลัพธสุดทายและเศษสุดทายคือ 35 ซ่ึงไดจากขั้นที่ 6   

จะไดผลลัพธคือ  388 

 เศษคือ  35 

 ดังนั้น  34567 ÷ 89 = 388 เศษ 35  

หมายเหตุ  เขียนเปนวิธีทําแบบตอเนื่องไดดังนี้ 

   8  9  )  3   4   5    6  7 

    1 1            3   3   

              7    7 

      15 15 

    3   7 15   28  22 

               3   7 15   3    0  2 

                                      3  3 

      3    3  5 

                                                                     3   7  15   3    3  5              =  385 + 3 | 35 

      =  388 | 35 

ผลลัพธคือ  388 

 เศษคือ        35 

 ดังนั้น  34567 ÷ 89 = 388 เศษ 35  
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ตัวอยางที่  3.1.14  จงหาร 1011638 ดวย 987    

แนวคิด  MD ของ 987 คือ 013 (ตองเขียนเปนเลข 3 หลักเหมือนตัวหาร   จึงเติม 0 หนา 13) 

    9  8  7  )  1  0  1  1    6  3  8 

     0  1  3         0  1  3 

               0  0    0 

      0    2  6 

            0  5  2 

       1  0  2  4    81 41  0     = 1024 | 950  

ผลลัพธคือ  1024 

 เศษคือ        950 

 ดังนั้น  1011638 ÷ 987 = 1024 เศษ 950 

  

ตัวอยางที่   3.1.15  จงหาร 300000 ดวย 9888 

แนวคิด        9  8  8  8  )  3  0    0  0  0  0 

       0  1  1  2         0    3  3  6 

            0  0  0  0 

              3  0    3  3  6  0 

 ผลลัพธคือ      30 

 เศษคือ       3360 

 ดังนั้น  300000 ÷ 9888 = 30 เศษ 3360 

  

ในกรณีที่ตัวตั้งมีเลขโดดที่มีคามากกวา 5 อยูหลายตัว เราอาจจะแปลงเลขโดดเหลานั้นโดยใช

ขีดบน เพื่อคิดคํานวณโดยใชเลขโดดที่นอยกวา 5 จะสะดวกกวาดังนี้ 

 

 

 



 93 

ตัวอยางที่  3.1.16  จงหาร 98564318 ดวย 9886 

แนวคิด  98564318  =  1  0  
_
1   

_
4   

_
4   4  3  2  

_
2  

        9  8  8  6  )  9  8  5  6  4  3  1  8                      

       0 1 1 4 ) 1 0 
_
1  

_
4  

_
4    4  3  2 

_
2  

          0  1   1  4      

              0   0  0    0 

                   0  0    0 0 

                       0   
_
3

__
2 31    

                             0 0   0  0 

       1 0  0  
_
3   0   1 0 01  

_
2   = 1 0 0 

_
3  0 | 1 

_
2  0 

_
2  

         =  9970 | 0898 

ผลลัพธคือ  9970 

เศษคือ        898 

 ดังนั้น  98564318 ÷ 9886 = 9970 เศษ 898 

  

 

 

         

 

 

 

 

 

 

 

 

สนุกกับตัวเลข (9) 
เกาคูณกับเกาได เกา แปด ศูนย หนึ่ง 

9 × 9 
9 9 × 9 9 

9 9 9 × 9 9 9 
9 9 9 9 × 9 9 9 9 

9 9 9 9 9 × 9 9 9 9 9 
9 9 9 9 9 9 × 9 9 9 9 9 9 

9 9 9 9 9 9 9 × 9 9 9 9 9 9 9 
9 9 9 9 9 9 9 9 × 9 9 9 9 9 9 9 9 

9 9 9 9 9 9 9 9 9 × 9 9 9 9 9 9 9 9 9 
 

=
=
=
=
=
=
=
=
= 

8 1 
9 8 0 1 

9 9 8 0 0 1 
9 9 9 8 0 0 0 1 

9 9 9 9 8 0 0 0 0 1 
9 9 9 9 9  8 0 0 0 0 0 1 

9 9 9 9 9 9 8 0 0 0 0 0 0 1 
9 9 9 9 9 9 9 8 0 0 0 0 0 0 0 1 

9 9 9 9 9 9 9 9 8 0 0 0 0 0 0 0 0 1 
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ตัวอยางที่   3.1.17  จงหาร 9876534201 ดวย 8876 

แนวคิด  9876534201 = 1 0 
_
1

_
2

_
4  5 3 4 2 0 1 

            8  8  7  6  )  9  8  7  6  5  3  4  2  0  1 
   1  1  2  4  )  1  0 

_
1  

_
2  

_
4  5  3    4   2   0   1 

                        1  1   2   4 
                1  1  2  4 
       1  1  2  4  
            2  2  4     8 
               5  5    10 20 
                  18    18 3 6 72 
            34  34 68 136 
        1  1  1  2  5 18 34    74   92  140 137 
        1  1  1  2  6 11  4    83    2  153   7 
        1  1  1  2  7  1  4    84    7   3    7      
               8   4  7  3  7 
        8  8 16 32 
               8 12 15 19 39 
        1  1  1  2  7  2  2          13 7  2  9 
              1   3  7  2  9 
       1  1  2  4 
               1   4  8  4 13 
            1  1  1  2  7  2  3       4   8  5  3 

 ผลลัพธคือ  1112723 

เศษคือ            4853 

 ดังนั้น  9876534201 ÷ 8876 = 1112723 เศษ 4853 

  

 

 

 

 

 



 95 

ตัวอยางที่   3.1.18  จงหาร 157689 ดวย 887 

แนวคิด  157689  = 2 
_
4  

_
2  

_
3  

_
1  

_
1  

              8  8  7  )  1  5  7     6    8    9 

                1  1  3  )  2 
_
4  

_
2     

_
3   

_
1   

_
1  

        2  2      6 

    
_
2  

_
2  

_
6  

                   
_
2   

_
2   

_
6  

                2 
_
2  

_
2     

_
1   

_
9   

_
7  

   1  7  8   _
1      0   3 

   1  7  8   
_
1  8  0   3  

    
_
1

_
1   

_
3                                          

_
1  7 

_
1   0 

             1  7  8   
_
1  6  9   0 

             1  7  7       6  9   0 

 ผลลัพธคือ  177 

เศษคือ       690 

ดังนั้น  157689 ÷ 887 = เศษ 690 

  

 

 

 
        

 
 
 
 

 

สนุกกับตัวเลข (10) 
ศูนย ระหวางหนึ่ง กับ แปด 

1 2 × 9 
1 1 2 × 9 9 

1 1 1 2 × 9 9 9 
1 1 1 1 2 × 9 9 9 9 

1 1 1 1 1 2 × 9 9 9 9 9 
1 1 1 1 1 1 2 × 9 9 9 9 9 9 

1 1 1 1 1 1 1 2 × 9 9 9 9 9 9 9 
1 1 1 1 1 1 1 1 2 × 9 9 9 9 9 9 9 9 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 × 9 9 9 9 9 9 9 9 9 

=
=
=
=
=
=
=
=
=

1 0 8 
1 1 0 8 8 

1 1 1 0 8 8 8 
1 1 1 1 0 8 8 8 8 

1 1 1 1 1 0 8 8 8 8 8 
1 1 1 1 1 1 0 8 8 8 8 8 8 

1 1 1 1 1 1 1 0 8 8 8 8 8 8 8 
1 1 1 1 1 1 1 1 0 8 8 8 8 8 8 8 8 

 

8 
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แบบฝกหัดที่ 3.1 

 

จงหาผลหารตอไปนี้ (ตอบในรูปผลลัพธ และเศษ) 

1.  68 ÷ 9 

2.  221 ÷ 9 

3.  3128 ÷ 8 

4.  6153 ÷ 89 

5.  212132 ÷ 989 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

สนุกกับตัวเลข (11) 
ซํ้าแลวซํ้าอีก 

1/ 89 = 
••

912345670.0  
1/ 891  = 55667789   112233440.0

•

 
1/ 8991  = 

••

98555666777843443   0011122230.0  
1/ 89991= 

••

977888555566667743444323300011112220.0  
1/ 899991 = 

••

977778888555566666744534443222233300001111120.0  

1/ 27 = 
••

730.0  
1/ 297  = 

••

703360.0  
1/ 2997  = 

••

700333660.0  
1/ 29997 = 

••

700033336660.0  
1/ 299997 = 

••

7666   00003333360.0  
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ตอนที่ 3.2  ทศนิยม 
เร่ืองท่ี 3.2.1  ทศนิยม 
 การหารสังเคราะหสามารถหาผลลัพธในระบบทศนิยมไดโดยใสจุดหลังตัวตั้งและเติม 0  
เทากับจํานวนตําแหนงของทศนิยมที่ตองการดังนี้ 
ตัวอยางที่  3.1.19  จงหาคาของ 345675 ÷ 9 ตองการทศนิยม 10 ตําแหนง 1 
แนวคิด  9) 3  4   5  6  7     5 
               1      3  7 12 18     25    
                   3  7 12 18 25 
          3  8  4  0  5     3  0 
                 3  
                    3  8  4  0  5     3   3 

       3  8  4  0  5  + 3   3 
      3  8  4  0  8          3 0 0 0 0 0 0 0 0 0   0    (หาร 3 ที่เปนเศษ 
                                     3 3 3 3 3 3 3 3 3   3    โดยเติม 0 หลัง 3 
            3 3 3 3 3 3 3 3 3   3     ที่เปนเศษ 10 ตัว 
       3  8  4  0  8. 3  3 3 3 3 3 3 3 3 3       แลวเขียน | หนา 
          0 ตัวขาวสุด) 
ดังนั้น  345675 ÷ 9 = 38408.3333333333 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

สนุกกับตัวเลข (12) 
ศูนย ระหวางแปด กับ หนึ่ง 

8 9 × 9 
8 8 9 × 9 9 

8 8 8 9 × 9 9 9 
8 8 8 8 9 × 9 9 9 9 

8 8 8 8 8 9 × 9 9 9 9 9 
8 8 8 8 8 8 9 × 9 9 9 9 9 9 

8 8 8 8 8 8 8 9 × 9 9 9 9 9 9 9 
8 8 8 8 8 8 8 8 9 × 9 9 9 9 9 9 9 9 

  

=
=
=
=
=
=
=
= 

8 0 1 
8 8 0 1 1 

8 8 8 0 1 1 1 
8 8 8 8 0 1 1 1 1 

8 8 8 8 8 0 1 1 1 1 1 
8 8 8 8 8 8 0 1 1 1 1 1 1 

8 8 8 8 8 8 8 0 1 1 1 1 1 1 1 
8 8 8 8 8 8 8 8 0 1 1 1 1 1 1 1 1 
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ตัวอยางที่  3.1.20  จงหาคาของ 2341 ÷ 89 ตองการทศนิยม 3 ตําแหนง 

แนวคิด   8  9  )  2  3    4  1 

      1  1         2    2   

                   5  5 

               2  5   11  6 

             2  5    1      1  6 

        1  1 

          1       2  7 

                         2  5 + 1        2  7 

        2  6     2  7  0  0  0    (หารเศษ 27 เมื่อตองการทศนิยม 3 ตําแหนง 

          2  2             เติม 0 จํานวน 3 ตัวหลัง 27 แลวทําการหาร) 

              9  9          

                      11  11      

      2  9 112011        

      3  0  3  1 1 

                                2  6      3  0  3 

                         2  6  .  3  0  3  

ดังนั้น  2341 ÷ 89 = 26.303 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

สนุกกับตัวเลข (13) 
ทําอยางไรก็หนีไมพนแปด 

( 
( 
( 
( 
( 
( 
( 
( 
( 
( 

0 × 9 ) + 8 
 9 × 9 ) + 7 

9 8 × 9 ) + 6 
 9 8 7 × 9 ) + 5 

 9 8 7 6 × 9 ) + 4  
9 8 7 6 5 × 9 ) + 3  

 9 8 7 6 5 4 × 9 ) + 2  
9 8 7 6 5 4 3  × 9 ) + 1 

              9 8 7 6 5 4 3 2  × 9 ) + 0  
9 8 7 6 5 4 3 2 1 × 9 ) + -1 

=
=
=
=
=
=
=
=
=
= 

8  
8 8  

8 8 8  
8 8 8 8  

8 8 8 8 8  
8 8 8 8 8 8  

8 8 8 8 8 8 8  
8 8 8 8 8 8 8 8  

8 8 8 8 8 8 8 8 8  
8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 
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ตัวอยางที่  14.20  จงหาคาของ 2467 ÷ 8 ตองการทศนิยม 2 ตําแหนง 

แนวคิด  8  )  2  4  6     7 

  2         4 16    44 

         2  8 22    51 

         3  0  2      5     1 

     10 

            5    1 1 

            3  0  7     11 

            3  0  7      1    1 

         2 

                1    3 

    3  0  8      3  0  0 

                   6 12 

       3  6 12 

       3  7  2 

                                3  0  8      3  7  2 

    3  0  8   .  3  7 

   ดังนั้น  2467 ÷ 8  =  308.37 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตัวอยางที่  14.21  จงหาคาของ 64532 ÷ 98 ตองการทศนิยม 3 ตําแหนง 

สนุกกับตัวเลข (14) 
การบวกแบบพาลินโดรมและกําลังสอง 

1 
1+2+1 

1+2+3+2+1 
1+2+3+4+3+2+1 

1+2+3+4+5+4+3+2+1 
1+2+3+4+5+6+5+4+3+2+1 

1+2+3+4+5+6+7+6+5+4+3+2+1 
1+2+3+4+5+6+7+8+7+6+5+4+3+2+1 

1+2+3+4+5+6+7+8+9+8+7+6+5+4+3+2+1 
 

= 
= 
= 
= 
= 
= 
= 
= 
= 

1 
4 
9 
16 
25 
36 
49 
64 
81 

= 
= 
= 
= 
= 
= 
= 
= 
= 

12 

22 

32 

42 

52 

62 

72 

82 
92 
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แนวคิด   9  8  )  6  4  5     3  2 

   0  2         0 12 

          0     8 

    0 34 

              6  4 17    11 36     

              6  5  7    14  6 

              6  5  7     1    4  6 

          0  2 

     1   4  8 

                                       6  5  8      4  8  0  0 

        0  8 

            0 16 

    4  8  8 16 

    4  8  9  6 

                  6  5  8      4  8  9  6 

             6  5  8   .  4  8  9    
  ดังนั้น 64532 ÷ 98  =  658.489                                                   
ขอสรุป 
 การหารโดยวิธีนี้เหมาะสําหรับตัวหารที่มีคามาก ในขณะที่จํานวนทบสิบหรือทบรอยทบพัน 
ฯลฯ ของตัวหารเหลานั้นมีตัวเลขโดดแตละตัวมีคานอย นอกจากนี้การหารสังเคราะหจะเปนการ
ปฏิบัติการกลับกับหารธรรมดา กลาวคือ ใชการคูณ และการบวก ในขณะที่การหารธรรมดาตองใชการ
หาร และการลบ การหารโดยวิธีนี้จึงรวดเร็วกวา 
 

แบบฝกหัดที่ 3.2 
 
จงหาผลหารตอไปนี้ (ตอบในรูปทศนิยมหาตําแหนง) 
1.  68 ÷ 9 
2.  221 ÷ 9 
3.  3128 ÷ 8 
4.  6153 ÷ 89 
5.  212132 ÷ 989 
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หนวยท่ี 4 

การแกปญหาทางคณิตศาสตร 
 

ตอนที่  4.1  กระบวนการแกปญหา 

ตอนที่ 4.2  การสรางสรรคปญหา 

 

แนวคิด  1.  การแกปญหาทางคณิตศาสตรมีกระบวนการแกปญหาตามขั้นตอนดังนี้ 

 (1)  ทําความเขาใจปญหา 

(2)  วางแผนแกปญหา 

(3)  ดําเนินการตามแผนที่วางไว 

(4)  ตรวจสอบผลเฉลยหรือคําตอบ 

(5)  สรางสรรคปญหาขึ้นใหมจากปญหาที่มีอยูเดิม 

 2.  การออกแบบแกปญหาจะทําใหผูออกแบบทราบวาจะตองใชความรูเร่ืองใดบาง และ 

      สามารถสรางสรรคการแกปญหาไดหลากหลายวิธี 

 

วัตถุประสงค 

 เมื่อศึกษาหนวยที่ 4 จบแลวนักเรียนสามารถ 

 1.  ทําความเขาใจโจทยปญหาได 

2.  วางแผนและออกแบบการแกปญหาได 

3.  แกปญหาไดอยางชัดเจน รัดกุม ถูกตอง 

4.  สรางสรรคการแกโจทยปญหา และดัดแปลงโจทยปญหาเดิมเปนโจทยปญหาใหมได 
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กิจกรรมระหวางเรียน 

 1.  อาจารยยกตัวอยางโจทยใหนักเรียนอภิปรายแนวคิดของวิธีการแกปญหาทางคณิตศาสตรวา 

     มีกระบวนการแกปญหาอยางไร 

 2.  อาจารยสรุปกระบวนการแกปญหาทางคณิตศาสตร แลวแสดงตัวอยางการแกปญหาเปน 

     ขั้นตอนตามกระบวนการแกปญหาที่สรุปไว 

 3.  แบงนักเรียนเปนกลุมใหออกแบบการแกปญหา โดยมีการนําเสนอวิธีการแกปญหาของ 

     แตละกลุมหนาชั้นเรียน 

 4.  นักเรียนนํากิจกรรมตามตัวอยางและแบบฝกหัด 

 5.  นักเรียนประเมินผลพัฒนาการของตนเอง 

 

สื่อการสอน 

 1.  เอกสารการสอน 

 2.  แบบฝกปฏิบัติ 

 3.  เครื่องฉายขามศีรษะ 

 

ประเมินผล 

 ประเมินผลจากแบบฝกหัดและการทดสอบ 
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 ตอนที่ 4.1  กระบวนการแกปญหา 

เร่ืองท่ี 4.1.1  การแกปญหาทางคณิตศาสตร 

 ในการแกปญหาทางคณิตศาสตรนั้น ขั้นแรกจะตองอานโจทยปญหาใหเขาใจกอน ซ่ึงใน

ปญหาอาจจะมีคําศัพท หรือบทนิยามที่กําหนดให จําเปนที่จะตองทําความเขาใจกอน  แลวดูขอกําหนด

ที่ใหมา และโจทยถามอะไร เมื่อเขาใจครบแลวอยาเพิ่งแกปญหาทันที ควรวางแผนกอนวาตองใช

ความรูเร่ืองใดบาง แลวดําเนินการตามแผนสุดทายตรวจสอบผลเฉลย หรือคําตอบที่ไดวาไมมีขอขัดแยง

กับที่กําหนดให ก็นาจะเปนผลเฉลยหรือคําตอบที่ถูกตอง สวนใหญเรามักจะหยุดกันแคนี้ แตถารูจัก

ดัดแปลงปญหาที่มีอยูเดิมแลวตั้งคําถามใหม เราจะไดปญหาที่ชวนคิดมากขึ้นและไดความรูมากมาย ดัง

ตัวอยางตอไปนี้ 

ปญหาที่ 1 

    จงเรียงอันดับของจํานวนตอไปนี้ใหถูกตอง จากนอยไปมาก 2514, 4258, 8171, 16128 และ 32103 

วิธีแกปญหา 

ขั้นทําความเขาใจ 

 เมื่อศึกษาโจทยแลวพบวา มีจํานวนหาจํานวน เขียนอยูในรูปเลขยกกําลัง และจะตองเรียง

อันดับจํานวนทั้งหานี้จากซายไปขวา และเรียงจาก นอยไปมาก 

ขั้นวางแผน 

 จากจํานวนทั้งหาพบวาเปลี่ยนแปลง เปนเลขยกกําลังที่มีฐาน เปน 2 ไดทั้งหมด จึงจะใชความรู

เร่ืองอสมการในเลขยกกําลัง ดังนี้ 

 “ถา a เปนจํานวนจริงที่มากกวา 1  b และ c  เปนจํานวนจริงบวก   โดยที่ b < c แลว  

จะได ab < ac ” และ “ ถา a, bและ c เปนจํานวนจริงบวกแลว  (ab)c =     abc ” 

ขั้นดําเนินการแกปญหา 

 พิจารณาเลขยกกําลัง แลวเปลี่ยนแปลงใหมีฐานเปน 2 จะได  

  2514 

 4258 =  22(258)  =  2516 

  8171 =  23(171) =  2513  
 16128 =  24(128) =  2512 
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 32103 =  25(103) =  2515 

เนื่องจาก 512 < 513 < 514 < 515 < 516 จึงได  

2512 < 2513< 2514< 2515      < 2516 

นั่นคือ 16128 < 8171< 2514< 32103< 4528 จึงเรียงอันดับจํานวนทั้งหาจากนอยไปมากไดดังนี้   

16128 , 8171, 2514, 32103, 4528                                                                                                                             

ปญหาที่ 2 

เซต A = { } 10q110p,1 Nq,  p q
p  ≤≤∧≤≤∈  มีสมาชิกทั้งหมดกี่ตัว 

วิธีแกปญหา 

ขั้นทําความเขาใจ 

 เซตของปญหาคือ A ส่ิงที่โจทยตองการ คือ จํานวนสมาชิกของเซต A นอกจากนี้พบวาสมาชิก

ของเซต A เปนจํานวนที่เขียนแทนไดดวยเศษสวน โดยที่ตัวเศษและตัวสวนตางก็เปนจํานวนเต็มที่มีคา

ได ตั้งแต 1 ถึง 10 

ขั้นวางแผน 

 1.  แจกแจงเศษสวนทั้งหมด สมมติมี a เศษสวน 

 2.  หาเศษสวนที่มีคาเทากัน ในแตละคาไวเปนกลุมเดียวกัน 

 3.  นับจํานวนกลุมที่ไดทั้งหมดสมมติเปน b 

 4.  นับเศษสวนทั้งหมดที่มีคาซ้ํากัน สมมติเปน c 

 5.  หาคาของ (a+b-c) จะไดคําตอบที่ตองการ 

ขั้นดําเนินการ 

 1.  เศษสวนทั้งหมดมี 10 ×10 = 100 

 2.  จัดกลุมเศษสวนที่มีคาเทากันไวดวยกัน 

กลุมท่ี 1     1
1   =  2

2   = 3
3  = 4

4  = 5
5  = 6

6  = 7
7  = 8

8  = 9
9  = 10

10  

กลุมท่ี 2    2
1   =  4

2   =  6
3   =  8

4   = 10
5  

กลุมท่ี 3    1
2   =  2

4   =  3
6   =  4

8   = 5
10    

กลุมท่ี 4    3
1   =  6

2   =  9
3   

กลุมท่ี 5    1
3   =  2

6   =  3
9  
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 กลุมท่ี 6    4
1   =  8

2   

 กลุมท่ี 7    1
4   =  2

8   

 กลุมท่ี 8    5
1   =  10

2   

 กลุมท่ี 9    1
5   =  2

10   

 กลุมท่ี 10  3
2   =  6

4   =  9
6  

 กลุมท่ี 11  2
3   =  4

6   =  6
9  

 กลุมท่ี 12  5
2   =  10

4   

 กลุมท่ี 13  2
5   =  4

10   

 กลุมท่ี 14  4
3   =  8

6   

 กลุมท่ี 15  3
4   =  6

8   

 กลุมท่ี 16  5
3   =  10

6   

 กลุมท่ี 17  3
5   =  6

10   

 กลุมท่ี 18  5
4   =  10

8   

 กลุมท่ี 19  4
5   =  8

10   

 พบวามี 19 กลุม ที่มีเศษสวนซ้ํา และเศษสวนที่ซํ้ามีทั้งหมด 56 ตัว ดังนั้นเศษสวนที่มีคา 

แตกตางกันมีทั้งหมด 100+19-56 = 63 จํานวนนั่นคือ  เซต A มีสมาชิก 63 ตัว 

ปญหาที่ 3           

 สําหรับจํานวนเต็มบวกใดๆ   n! = n(n-1) (n-2)        3 2 1   ตัวอยาง   4! = 4 3 2 1 ถา หาร 

2545! ดวย 2546 และ r เปนเศษที่ไดจากการหารนี้ r มีคาเปนเทาใด   

วิธีแกปญหา 

ขั้นทําความเขาใจ  

 โจทยบอกความหมายของ n! เมื่อ n เปนจํานวนเต็มบวกมาให  พรอมทั้งแสดงตัวอยาง จึงทํา

ใหเขาใจความหมายของ n! ไดงาย ส่ิงที่โจทยตองการคือ หาคาเศษที่ไดจากการหาร 2545! ดวย 2546 

ขั้นวางแผน  พิจารณา 2545! พบวา 

 2545!   =  2545 × 2544 × 2543 × .... × 3 × 2 × 1 

 ดังนั้นถา 2546 แยกตัวประกอบที่มากกวา 1 ไดจะทําใหตัวประกอบของ 2546 ทุกตัวมีคา 

      .  .  .     . . .      .   

   

  .
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นอยกวา 2545 ดังนั้นตัวประกอบทุกตัวของ 2546 ที่ไมใช 2546 จะเปนจํานวนในผลคูณที่ประกอบกัน 

เปน 2545! ยอมสงผลให 2546 หาร 2545! ลงตัวจึงทําใหเศษ r มีคาเทากับ 0  

ขั้นดําเนินการ 

 พิจารณา 2546 =  2 x 1273 

 ซ่ึง 2 และ 1273 ตางก็เปนตัวประกอบที่ตางกันของ 2545! 

 ดังนั้น 2 × 1273 หาร 2545! ไดลงตัว 

 นั่นคือ 2545! หารดวย 2546 ลงตัวจึงไมมีเศษ 

 ดังนั้น r = 0                                                               

ปญหาที่ 4 

 กําหนดให a และ b เปนจํานวนเต็ม ซ่ึง 

 a ∗ b = ab  คา ( )
( ) 22)22(

)22(22
∗∗∗

∗∗∗  เทากับเทาใด 

วิธีแกปญหา 

ขั้นทําความเขาใจ  

 โจทยกําหนดการดําเนินการทวิภาค ∗ บนเซตของจํานวนเต็มมาใหคือ a ∗ b = ab  

เชน 2 ∗ 3 = 23 = 8 โจทยตองการหาคาของ ( )
( ) 22)22(

)22(22  
∗∗∗

∗∗∗  

ขั้นวางแผน 

 จากเศษสวนหาคาตัวเศษ โดยทําวงเล็บในกอนออกมาทีละขั้น ตอไปหาคาตัวสวนในทํานอง

เดียวกัน แลวหาผลหารของตัวเศษ และตัวสวนจะไดคาที่ตองการ 

 นอกจากนี้เนื่องจาก มีวงเล็บซอนกัน จะพบวา 

 (a ∗ b) ∗ c   = (ab)c  =  abc 

และ       a ∗ (b ∗ c)  =  ( ) c
b

 a   จึงตองนําสมบัติทั้งสองนี้ไปใชดวย 

ขั้นดําเนินการ 

 จาก        2 ∗ (2 ∗ 2)  =  ( )
2

22  = 24   =  16 

 จะ      ( ))22(22 ∗∗∗  =  ( ))22(22 ∗∗   =  216 

 จาก (2 ∗ 2) ∗ 2        =  ( )222  =  42  =  16 
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 จะได  ( ) 22)22( ∗∗∗  =  162  =  ( )242   =  28 

ดังนั้น  ( )
( ) 22)22(

)22(22  
∗∗∗

∗∗∗ =  8

16

2
2  =   28  =  256                           

ปญหาที่ 5 

 กําหนดให x เปนจํานวนจริงซึ่ง –1 < 2x + 3 < 1 และ y เปนจํานวนจริงซึ่ง  –1 < y + 6 < 7  

จงหาชวงที่เปนเซตคําตอบของ x + y, x – y, y – x, y
x  และ x

y   

วิธีแกปญหา 

ขั้นทําความเขาใจ 

 โจทยบอกคาของ x และ y ในรูปอสมการเชิงเสน แลวใหหาชวงที่เปนเซตคําตอบของผลบวก 

ผลลบ ผลคูณ และผลหาร ระหวาง x กับ y 

ขั้นวางแผน 

 1.  หาคา x และ y ในรูปอสมการ 

 2.  ใชเงื่อนไข สําหรับจํานวนจริง a, b, c, d, x, y, z และ w 

 (1)  ถา a < x < b แลว – b < – x < – a 

 (2)  ถา a < x < b และ c < y < d แลว a + c < x + y < b + d 

 (3)  ถา 0 < a < x < b และ 0 < c < y < d แลว 0 < ac < xy < bd     

(4)  ถา a < x < b < 0 และ c < y < d < 0 แลว 0 < bd < xy < ac 

(5)  ถา 0 < a < x < b และ c < y < d < 0 แลว bc < xy < ad < 0 

(6)  ถา 0 < a < b แลว 0 < b
1  < a

1    

(7)  ถา a < b < 0 แลว b
1  < a

1  < 0 เปนตน 

ขั้นดําเนินการแกปญหา 

 จาก  –1 < 2x + 3 < 1 

 จะได   –1 – 3 < 2x + 3 – 3 <1 – 3  

 ดังนั้น –4 < 2x < –2 

 นั่นคือ –2 < x < –1  ..............  

 จาก  –1 < y + 6 < 7 

 จะได –1 – 6 < y + 6 – 6 < 7 – 6 

  



 108 

 จะได –7 < y <1    ..............  

หาคาของ x + y 

 จาก  และ  และเงื่อนไข 2(2) 

 จึงได (–2) + (–7) < x + y < (–1) + 1 

 นั่นคือ –9 < x + y < 0 

ดังนั้นเซตคําตอบของ x + y คือ (–9, 0) 

หาคาของ x – y 

 จาก  และ  จะได –1 < –y < 7  ..............  

             + ;    (–2) + (–1) < x – y < (–1) + 7 

 จะได  –3 < x – y < –6 

 ดังนั้นเซตคําตอบของ x – y คือ (–3, 6) 

หาคาของ  y – x  

 จาก  –3 < x – y < –6 

 จึงได –6 < y – x < 3 

 ดังนั้นเซตคําตอบของ y – x คือ (–6, 3) 

หาคาของ  xy 

 พิจารณา –7 < y < 1 จะได –7 < y < 0 หรือ y = 0 หรือ 0 < y < 1 

 และจาก  –2 < x < –1 < 0 จะมีกรณีท่ีพิจารณาไดดังนี้ 

กรณีท่ี 1  –7 < y < 0 และ –2 < x < –1 

 จะได  (0) (1) < xy < (–7)( –2) (โดยเงื่อนไข 2(4)) 

 ดังนั้น  0 < xy < 14 

กรณีท่ี 2  y = 0 และ –2 < x < –1 

 จะได  xy  =  0 

กรณีท่ี 3  0 < y < 1 และ –2 < x < –1 

 จะได (1) (–2) < xy < (0) (–1) โดยเงื่อนไข 2 (5) 

 ดังนั้น  –2 < xy < 0 
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 จากทั้งสามกรณีจะไดเซตคําตอบของ xy คือ  (0, 14) ∪  {0} ∪  (–2, 0) หรือ (–2, 14)  

หาคาของ    y
x  

 ในการหาคาของ  y
x   นั้นจะตองตัดกรณีท่ี y = 0 ออกไปจึงพิจารณา กรณีท่ี –7 < y < 0  

และกรณีท่ี 0 < y < 1 เทานั้น 

กรณีท่ี 1  –7 < y < 0 จะได y
1 < – 7

1  

 จาก –2 < x < –1 จะได  7
1  <  y

x  โดยเงื่อนไข 2(4) 

กรณีท่ี 2  0 < y < 1  จะได 1 <  y
1  

 จาก  –2 < x < –1 จะได  y
x  < –1 โดยเงื่อนไข 2(5) 

 จากทั้งสองกรณีจะไดเซตคําตอบของ y
x  คือ 

 ( )∞,7
1 ∪  (–∞ , –1) หรือ (–∞ , –1) ∪ ( )∞,7

1  

หาคาของ   x
y  

 พิจารณา  –2 < x < –1 จะได –1 <  x
1   < – 2

1  

 เนื่องจาก x ≠ 0 การหาคาของ  x
y   จึงพิจารณากรณีของ y ท้ังสามกรณีเชนเดียวกับการหาคา

ของ xy ดังนี้ 

กรณีท่ี 1  –7 < y < 0 และ –1 <  x
1  < – 2

1  

 จะได (0) ( )2
1− < x

y  < (–7) (–1) (โดยเงื่อนไข 2(4)) 

 นั่นคือ  0 <  x
y   < 7 

กรณีท่ี 2 0 < y < 1 และ –1 < x
1   < – 2

1  

 จะได (1) (–1) < x
y < 0( )2

1−  

 นั่นคือ –1 < x
y  < 0 

กรณีท่ี 3  y = 0  จะได  x
y  = 0    

จากทั้งสามกรณี จะไดเซตคําตอบของ x
y คือ 

(–1, 0) ∪  {0} ∪  (0, 7) หรือ (–1, 7) 
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 ตอนที่ 4.2  การสรางสรรคปญหา 

เร่ืองท่ี 4.2.1  การดัดแปลงปญหาคณิตศาสตร 

จากปญหาทั้งหาปญหาที่กลาวมาแลว ถาเปลี่ยนแปลงคําถาม หรือดัดแปลงโจทยจะทําใหมี

ปญหาที่ชวนคิดหลายหลายขึ้นมาทันที 

จากปญหาที่ 1 

 จงเรียงอันดับของจํานวนตอไปนี้ใหถูกตองจากนอยไปมาก 2514 , 4258, 8171, 16128 และ 32103 

ดัดแปลงเปน 

 

  

 

จากปญหาจะเห็นวา เงื่อนไขความรูเปล่ียนไป คือ ตองใชเงื่อนไข  “สําหรับจํานวนจริงบวก 

a, b และ c ถา a < b แลว ac < bc” 

    พิจารณา   2584  = ( )2 2)258( =   (66564)2 

             1718  = ( )2 4)171(    =   (2221461)2 

      (128)16 = ( )2 8)128(  =  n2 โดยท่ี n = 1288 มากกวา 2221461 

      (103)32   = ( )2 16)103( = m2 โดยท่ี m = 10316มากกวา 1288 

 ดังนั้น 5142 < 2584 <1718 < 12816 < 10332 อันดับของจํานวนจากนอยไปมากคือ 5142 , 2584, 

1718, 12816 และ 10332                                                                                   

จากปญหาที่ 2 

  เซต A = ( )10q110p1,Nq, p q
p ≤≤∧≤≤∈ มีสมาชิกทั้งหมดกี่ตัว ดัดแปลงเปน 

  

 

 

 

 

จงเรียงอันดับของจํานวนตอไปนี้ใหถูกตองจากนอยไปมาก 

5142 , 2584, 1718, 12816 และ 10332 

กําหนด A = ( )10q110p1,Nq, p q
p ≤≤∧≤≤∈  จงหา 

ความนาจะเปนในการเลือกสมาชิกสองตัวท่ีแตกตางกันของ 

A ท่ีมีผลบวกเทากับ 1 
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 จากปญหาจะเห็นวา นําปญหาเดิมมาคิดเพิ่มเติม ดวยการเลือกสมาชิกใน A ซ่ึงเปนเศษสวนสอง

จํานวนที่แตกตางกันมาบวกกัน ใหมีคาเทากับ 1 เมื่อเลือกไดแลวจึงหาความนาจะเปนในการเลือกนั้น ซ่ึง

ตองใชจํานวนสมาชิกของ A ท้ังหมดจากปญหาที่ 2 กอนหนานี้ ซ่ึงตองใชจํานวนสมาชิก 63 ตัว หลังจาก

นั้นใชวิธีจัดหมูเลือกสมาชิก 2 ตัว ของเซต A จากสมาชิกทั้งหมด เพื่อเปนปริภูมิตัวอยางไดเทากับ            

( )63
2  = 2

6263× =         63 × 31  

 หลังจากนั้นแจกแจงคูสมาชิกของ A ท่ีแตกตางกันแตมีผลบวกเทากับ 1 ซ่ึงแจกแจงไดดังนี้ 

 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

3
2,

3
1 , { }4

5,4
1 ,{ }54,5

1 ,{ }65,6
1 ,{ }76,7

1 ,{ }87,8
1  

 { }98,9
1 , { }10

9,10
1 ,{ }53,5

2 ,{ }75,7
2 ,{ }97,9

2 ,{ }7
4,7

3  

 { }85,5
3 , { }10

7,10
3 ,{ }95,9

4  

 ซ่ึงมีท้ังหมด 15 คู สมาชิกจะเห็นวาการแจกแจงนี้ ไมคิดอันดับเพราะเปนเหตุการณของวิธีจัดหมู 

 ดังนั้นความนาจะเปนในการเลือกสมาชิกสองตัวท่ีแตกตางกันของ A ท่ีมีผลบวกเทากับ 1 คือ 

3163
15
× = 1953

15                                                                                                                   

จากปญหาที่ 3 

 สําหรับจํานวนเต็มบวกใดๆ n! = n(n – 1) (n – 2)       3 2 1  

ตัวอยาง 4! = 4 3 2 1  

 ถาหาร 2545! ดวย 2546 และ r เปนเศษสวนที่ไดจากการหารนี้ r มีคาเปนเทาใด 

ดัดแปลงเปน 

  

  

 จากปญหาที่ 3 เดิมพบวา 2546 หาร 2545! ไดลงตัว และ 2546   เปนจํานวนประกอบ เห็นได

ชัดวาจํานวนเฉพาะตัวถัดไปที่มีคามากกวา 2546 จะหาร 2545! ไมลงตัว ท้ังนี้เพราะจํานวนเฉพาะตัว

นั้น จะไมใชตัวประกอบของ 2545! 

 จํานวนเฉพาะตัวถัดไปที่มากกวา 2546 คือ 2549 เปนจํานวนเฉพาะ ตัวท่ีเล็กที่สุดที่หาร 2545! 

ไมลงตัว 

หมายเหต ุ เซตของจํานวนเฉพาะในชวง 2500 – 2599 คือ 

       {2503, 2521, 2531, 2539, 2543, 2549, 2551, 2557, 2591, 2593}                    

จํานวนเฉพาะที่เล็กที่สุดหาร 2545! ไมลงตัวคือจํานวนใด 

 .  .       

  . . .   .     

  

  .

  . 
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จากปญหาที่ 4  กําหนดให a และ b เปนจํานวนเต็ม ซ่ึง 

 a ∗ b = ab คาของ ( )( )
( )( ) 2222

2222
∗∗∗

∗∗∗ เทากับเทาใด 

ดัดแปลงเปน 

 

 

 

 

จาก a ∗ b = ab  ทุก a, b ∈ N 

(1)  จะเห็นไดวา a ∗ 1 =  a1 = a ดูเหมือนวา 1 นาจะเปนเอกลักษณสําหรับ ∗ บน N แตนิยามของ

เอกลักษณ สําหรับการดําเนินการ บนเซต A ใดๆ คือ สําหรับ i ∈A จะได  a ∗ i = i ∗ a = a  จาก ∗ บน 

N พบวา  

a ∗ 1 = a1 = a 

แต 1 ∗ a = 1a = 1 ≠ a 

ดังนั้น 1 ไมใชเอกลักษณสําหรับ ∗ บน N 

สมมติวามี n ∈ N ซ่ึง n เปนเอกลักษณสําหรับ ∗ บน A 

ดังนั้น a ∗ n = n ∗ a = a ทุก a ∈ N 

จะได an = na ทุก a ∈ N แตขอความนี้ไมเปนจริง 

จึงสรุปไดวา ไมมี n ตัวใดใน N ท่ีเปนเอกลักษณสําหรับ ∗ บน N 

(2)  เนื่องจาก ab  ≠ ba  เมื่อ a ≠ b ทุก a, b ∈ y 

จึงสรุปไดวา ∗ ไมมีสมบัติการสลับที่บน N                               

จากปญหาที่ 5  

 กําหนดให x เปนจํานวนจริงซ่ึง –1 < 2x + 3 < 1 และ y เปนจํานวนจริงซ่ึง –1 < y + 6 < 7 

 จงหาชวงที่เปนเซตคําตอบของ x + y, x – y, y – x, xy, y
x  และ x

y  

ดัดแปลงเปน 

 

 

 

กําหนดให ∗ เปนการดําเนินการบนเซตของจํานวนเต็ม
บวก N นิยามโดย a ∗ b = ab 

(1)  มีเอกลักษณสําหรับ ∗ บน N หรือไม 
(2)  ∗ มีสมบัติการสลับที่บน N หรือไม 

กําหนดให x เปนจํานวนจริง ซ่ึง –1 <  2 x + 3 < 1 และ y เปนจํานวนจริงซ่ึง  –1 < y + 6 < 7 

จงหาคามากที่สุด และคานอยท่ีสุดของ x + y, x – y,  y – x, xy, y
x  และ x

y  ถามี  
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 จากปญหาที่ 5 เดิม เมื่อเปลี่ยนเงื่อนไขจาก " < " เปน " < "  

 ดังนั้นคาของ x และ y เดิมจาก –2 < x < –1 และ –7 < y < 1 

 จึงเปลี่ยนเปน –2 < x < –1 และ –7 < y < 1 

สงผลใหจากเดิม     – 9 < x + y < 0 

 เปล่ียนเปน  – 9 <  x + y < 0 

 ทําใหคาต่ําสุดของ   x + y คือ  – 9 

 และคาสูงสุดของ    x + y คือ 0 

จากเดิม   -3 < x - y < 6 

 เปล่ียนเปน   –3 < x – y < 6 

 ทําใหต่ําสุดของ    x – y คือ  –3 

 และคาสูงสุดของ   x – y คือ 6  

จากเดิม      –6 < y – x < 3 

 เปล่ียนเปน   –6 < y – x < 3 

 ทําใหคาต่ําสุดของ   y – x คือ  –6 

 และคาสูงสุดของ   y – x คือ 3  

จากเดิม      –2 < xy < 14 

 เปล่ียนเปน   –2 < xy < 14 

 ทําใหต่ําสุดของ    xy คือ  –2 

 และคาสูงสุดของ   xy คือ 14   

จากเดิม    – ∞ < y
x < –1 หรือ 7

1  < x < ∞ 

 เปล่ียนเปน   – ∞ < y
x  < –1 หรือ 7

1  < x < ∞ 

 จะเห็นไดวา  y
x  ไมมีคาต่ําสุด และไมมีคาสูงสุด 

จากเดิม    –1 <  y
x  < 7 

 เปล่ียนเปน  –1 < x
y  < 7 

 ทําใหคาต่ําสุดของ   x
y   คือ –1 

 และคาสูงสุดของ    x
y   คือ 7 
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 จากปญหาทั้ง 5 ขอ ดังที่แนะนํามานี้จะเห็นไดวา เราสามารถดัดแปลงปญหาเดิมเปนปญหา

ใหมได โดยท่ีปญหาที่ดัดแปลงใหม อาจใชพ้ืนฐานความรูเดิม จากปญหาเดิม มาแกปญหาที่ดัดแปลง

แลว และนอกจากนี้ ตองใหความรูพ้ืนฐานอื่นเพิ่มเติมก็ได อันเปนการทําใหกระบวนการแกปญหา มี

การสรางสรรคมากขึ้น 

 

 

แบบฝกหัดที่ 4 
 

1.  จงออกแบบการแกปญหา และแกปญหาตอไปนี้ 

กําหนดให  U  = {1, 2, 3, ..., 100} 

   A  = {X ∈ U | 2 หารลงตัว} 

   B  = {X ∈ U | 3 หารลงตัว} 

| n(A – B) – n (B – A) |  เทากับเทาใด 

 

2.  จงดัดแปลงปญหาในขอ 1 เปนปญหาใหม แลวออกแบบการแกปญหา และแกปญหาที่ดัดแปลงนี้ 
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หนวยที่ 5 

ระเบียบวิธีพสิูจน 
 

ตอนท่ี 5.1  การพิสูจนประโยค ถา...แลว... 

ตอนท่ี 5.2  การพิสูจนประโยคท่ีมตัีวเชื่อมผสม 

ตอนท่ี 5.3  การพิสูจนประโยคท่ีมตัีวบงปริมาณ 

แนวคิด 

 1.  ประโยค “ถา...แลว...” จะมีกําหนดใหเปนเหตุใหไดผลเปนขอสรปุ ซึ่งอาจจะมกีําหนดให 

      มากกวาหนึ่งอยาง และขอสรุปอาจจะมมีากกวาหนึ่งอยาง 

 2.  การพิสจูนประโยค “ถา...แลว...” วาเปนจริง จําเปนตองใชความสมเหตุสมผล บทนิยาม  

      สัจพจน ทฤษฎีบทเสริม หรอืทฤษฎีบทที่มีมากอน 

 3.  การพิสจูน อาจจําเปนตองใชการแจงกรณี  ขอขดัแยง  ขอความแยงสลับที ่ ชวยในการ                           

                   พิสูจน 

 4.  การพิสจูนประโยค “ถา...แลว...” อาจใชการคิดแบบยอนกลับมาชวยการพิสจูนได 

 5.  ประโยคทีม่ีตัวบงปริมาณจะประกอบดวย ตัวบงปรมิาณสําหรับสมาชิกทุกตัว  สมาชิกบางตัว 

      ในการพสิจูนประโยคทีม่ีตัวบงปริมาณ สําหรับสมาชิกทุกตัววาเปนจริงนั้น เซตคําตอบของ 

      ประโยคเปดตองเทากับเอกภพสัมพัทธ 

      ในการพสิจูนประโยคทีม่ีตัวบงปริมาณสําหรับสมาชิกบางตัววาเปนจริงนั้นเซตคําตอบตอง 

       ไมเทากับเซตวาง 

      นอกจากนีส้ําหรับตัวบงปริมาณเฉพาะคอื “มีเพียงหนึ่งเดียวเทานัน้” เซตคําตอบจะมี 

      สมาชิกเพียงตัวเดียว 

วัตถุประสงค 

 เมื่อศกึษาหนวยที่ 5 จบแลว นักเรียนสามารถ 

 1. ออกแบบการพิสูจนและพิสจูนประโยค ถา...แลว... ไดในเนือ้หาความรูตามระดับช้ันที่เรียน 

 2. ออกแบบการพิสูจนและพิสจูนประโยคทีม่ีตัวเชื่อมผสมไดในเนือ้หาตามระดับชั้นท่ีเรียน 

 3. ออกแบบการพิสูจนและพิสจูนประโยคทีม่ีตัวบงปริมาณในเนื้อหาตามระดับช้ันท่ีเรยีน 
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กิจกรรมระหวางเรียน 

 1.  อาจารยอธบิายแนวคิดและขั้นตอนวิธกีารพสิจูน 

 2.  อาจารยใหตัวอยางการพิสูจนประโยค ถา... แลว ...การพสิูจนประโยคที่มีตัวเชือ่มผสม  

      การพิสจูนประโยคที่มีตัวบงปริมาณ 

 3.  แบงนักเรยีนเปนกลุม  ใหนักเรยีนบางกลุมออกแบบการพิสจูนและพิสูจนประโยค ถา...   

                   แลว...  บางกลุมออกแบบการพิสจูนและพิสจูนประโยคทีม่ีตัวเชื่อมผสม บางกลุมออกแบบ  

                  การพสิูจน และพิสูจนประโยค ที่มีตัวบงปริมาณ โดยใชเนื้อหาตามระดับช้ันท่ีเรยีน 

 4.  นักเรียนนําเสนอผลงานของกลุมหนาช้ันเรยีน 

 5.  นักเรียนทํากิจกรรมตามตวัอยางและแบบฝกหัด 

 6.  นักเรียนประเมินพัฒนาการของตนเอง 

 

สื่อการสอน 

 1. เอกสารการสอน 

 2. แบบฝกหัด 

 3. เครือ่งฉายขามศีรษะ 

 

ประเมินผล 

 ประเมินผลจากแบบฝกหัดและการทดสอบ 
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ตอนท่ี 5.1  การพิสูจนประโยค ถา...แลว... 

เร่ืองที่ 5.1.1  ข้ันตอนวิธีการพิสูจน 

 ในการพสิูจนประโยคทางคณิตศาสตรนั้น มีขั้นตอนการพิสูจนดังนี ้

 ขั้นที่ 1 ทําความเขาใจประโยคที่จะตองพิสูจน โดยศึกษาสิ่งที่กําหนดให สิ่งท่ีจะตองพสิูจน 

บทนิยามท่ีเกี่ยวของและความหมายทีส่มมลูกับประโยคที่จะทําการพสิจูน 

 ขั้นที่ 2 วิเคราะหขอมูลท่ีใช ศึกษาความรูของเนือ้หาพื้นฐานที่เกีย่วของ จาํลองโครงสรางทาง

ตรรกวิทยาของรูปประโยคการพสิูจน การมองยอนกลับ 

 ขั้นที่ 3 ใชเทคนคิการอางเหตุผลแบบตาง ๆ  

 ขั้นที่ 4 ออกแบบการพิสูจนแลวดําเนินการพสิูจน 

 ขั้นที่ 5 ตรวจสอบความสมเหตสุมผลทุกขั้นตอนการพสิูจน ถาไมสมเหตุสมผล ยอนไปศึกษา 

ขั้นท่ี 1,2,3 หรอื 4 ใหม แลวแกไขใหถูกตอง 

 สิ่งที่เปนประโยชนและชวยในการพสิูจน มดีังนี ้

 1. ขอความแยงสลับทีข่องทั้ง   บทนิยาม ทฤษฎีบท สัจพจน และขอความที่จะพิสูจน 

 2. นิเสธของทั้ง   บทนิยาม ทฤษฎีบท สัจพจน และขอความที่จะพิสูจน 

 

ตัวอยางที่ 5.1.1  จงเขยีนขัน้ตอนวธิีการพิสูจนขัน้ที่ 1-3  ของขอความ 

   “ถา a เปนจํานวนเต็มแลว a2 + a เปนจํานวนคู” 

วิธีทํา 

 ขั้นที่ 1 ทําความเขาใจ 

 สิ่งที่กําหนดใหคอื “a เปนจาํนวนเต็มใดๆ” ในท่ีนี้เอกภพสัมพัทธคอื เซตของจํานวนเต็ม สิง่ที่

จะตองพสิูจนคอื “a2 + a เปนจํานวนคู” บทนิยามที่เกี่ยวของคือ จํานวนคู จํานวนคี่ ความหมายทีส่มมูล

กับประโยคท่ีจะทําการพสิูจน คอื “ถา a เปนจํานวนคี่ หรอืจํานวนคูแลว a2 + a เปนจํานวนคู” 

 ขั้นที่ 2 วิเคราะหขอมูลที่ใช 

 ความรูเนือ้หาพื้นฐานที่ใช คอื  

 (1) a เปนจํานวนคี่ก็ตอเมือ่ a = 2n + 1 สําหรบับางจํานวนเต็ม n 

 (2) a เปนจํานวนคูก็ตอเมือ่ a = 2n สําหรับบางจํานวนเต็ม n 
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 (3) สมบัติปดของการบวกและการคูณจํานวนเต็ม 

 (4) กําลังสองของนิพจน 

รูปประโยคและโครงสรางการพสิูจน 

 (1) P → (R1∨ R2) 

 (2) (R1 → Q) ∧ (R2 → Q) 

  

 เมื่อ P คือ “a เปนจํานวนเต็ม” 

  R1 คือ “a เปนจํานวนคี”่ 

  R2 คือ “a เปนจํานวนคู” 

  Q คือ “a2 + a เปนจํานวนคู’ 

 ขั้นที่ 3  ใชเทคนคิการอางเหตุผล 

 (1) ให a เปนจํานวนเต็มใด ๆ จะได a เปนจํานวนคี่ หรอื a เปนจํานวนคู 

 (2) 2.1  กรณีที่ a เปนจํานวนคี่ ใชบทนิยามจํานวนคี่แลว ดาํเนินการทางพีชคณิต จนได a = 

2m สําหรับบางจํานวนเต็ม m  

  2.2  กรณีที่ a เปนจํานวนคู ใชบทนิยามจํานวนคูแลว ดาํเนินการทางพีชคณิต จนได a = 

2m สําหรับบางจํานวนเต็ม m  

 (3) จาก (1) และ (2) สรุปไดตามตองการ 

    

ตัวอยางที่ 5.1.2  จงเขยีนขัน้ตอนวธิีการพิสูจน ขัน้ที่ 1 – 3  ของขอความ 

  “ถา A และ B เปนเซตใดๆ ซ่ึง A ⊆ B แลว A ∩ B'  = ∅” 

วิธีทํา 

 ขั้นที่ 1  ทําความเขาใจ 

 สิ่งที่กําหนดใหคอื “A และ B เปนเซตใด ๆ ซึ่ง A ⊆ B” 

 สิ่งที่จะตองพสิูจน คอื “A ∩ B' = ∅” 

 บทนิยามท่ีเกี่ยวของ คอื สับเซต คลอมพลีเมนต อนิเตอรเซกชัน และเซตวาง 

 ความหมายทีส่มมูลกับขอความที่พิสูจน คอื “ถา A ∩ B' ≠ ∅ แลว A ⊆ B” 
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 ขั้นที่ 2  วิเคราะหขอมลูท่ีใช 

 ความรูพื้นฐานที่ใช คอื 

 (1) A ⊆ B ก็ตอเม่ือ ถา x ∈ A แลว x ∈ B 

 (2) X = ∅ ก็ตอเมื่อ ทุก x ∈ U จะได x ∉ X 

 (3) X ∩ Y' = {x ∈ U ⏐x ∈ X และ x ∉Y}  

 รูปประโยคและโครงสรางการพสิูจน 

 (1) P → Q  

 (2) ~Q → ~P ซึ่งสมมูลกับ (1) 

 เมื่อ P คือ “A ⊆ B”  

  Q คือ “A ∩ B' = ∅” 

  ~Q คือ “A ∩ B' ≠ ∅” 

  ~P คือ “A⊆  B” 

 

 ขั้นที่ 3  ใชเทคนคิการอางเหตุผล  

 เนื่องจากจะตองสรุปวา “A ∩ B' = ∅” จึงไมสามารถนํา x มาเปนสมาชิกของ A ∩ B' ได 

เพราะ A ∩ B' = ∅ ซึ่งไมมีสมาชิก จึงจะพิสูจนขอความ “~Q → ~P” แทน ซึ่งเปนขอความแยงสลับท่ี

ของขอความ “P → Q” 

 นั่นคือ จะพิสูจน “ถา A ∩ B' ≠ ∅ แลว A ⊆ B” 

 ความรูพื้นฐานที่ใชคอื 

 (1) X ≠ ∅ ก็ตอเม่ือมี x ซึ่ง x ∈ X 

 (2) A ⊆  B ก็ตอเมื่อมี x  ซึ่ง x ∈ A แต x ∉ B 

 การพสิจูนดําเนินการดังนี้ 

 ให A ∩ B' ≠ ∅ 

 แลวสรุปใหไดวา A ⊆ B จะเปนการจบการพิสูจน 
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เร่ืองที่ 5.1.2  การพสิจูนประโยค ถา...แลว... 

 จากเรือ่งที่ 5.1.1 กลาวถงึขั้นตอนการพิสูจน ในเรือ่งนีจ้ะเปนแบบรูปการพสิูจนประโยค        

ถา P แลว Q ซึง่เขยีนเปนสญัลักษณในรูป P → Q 

 

การพิสูจนประโยค  P → Q 

อยูในรูป กําหนดให  P  

   • 

   • 

   •  

 ขอสรุป    Q 

ความสมเหตุสมผล  อาจใช 

- การแจงกรณี  R1 ∨R2 ∨...∨Rn อยูในรูป 

 P → ((R1∨R2∨...∨Rn) → Q) 

 นั่นคือตองแสดง P → (R1∨R2∨...∨Rn) 

 และ (R1 → Q) ∧ (R2 → Q) ∧... ∧(Rn → Q) 

- ขอขัดแยง สมมติ ~Q แลวได S∧~S เกิดการขดัแยงสมมติ จึงผิด  

  นั่นคือ สรุปได Q 

- ขอความแยงสลับท่ี กลาวคอื พสิูจน ~Q → ~P แทนการพิสูจน P → Q 

ตัวอยางที่ 5.1.3  จงพิสจูนวา “ถา a เปนจํานวนเต็มแลว a2 + a เปนจํานวนคู” 

 รูปประโยคโครงสรางการพสิูจน   

  (1) P → (R1 ∨ R2) 

  (2)      (R1 → Q) ∧ (R2 → Q) 

 

พิสูจน ให a เปนจํานวนเต็ม 

 จะได a เปนจํานวนคีห่รอืจํานวนคู 

 กรณีท่ี 1   ถา a เปนจํานวนคี ่

ใชความสมเหตุสมผล 
    บทนิยาม, สัจพจน 

 ทฤษฎีท่ีมีมากอน 
   ทฤษฎีบทเสริม (การพิสูจนยอย) Comment [p1]:  
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    จะได a = 2n + 1สําหรับบางจํานวนเต็ม n 

    ดังนั้น a2 + a  = (2n + 1)2 + (2n + 1) 

      = 4n2 + 4n + 1 + 2n + 1 

      = 4n2 + 6n + 2 

      = 2 (2n2 + 3n + 1) 

 จึงได a2 + a เปนจํานวนคู 

 กรณีท่ี 2   ถา a เปนจํานวนคู 

    จะได a = 2n สําหรับบางจํานวนเต็ม n  

    ดังนั้น a2 + a  = (2n)2 + 2n 

      = 4n2 + 2n 

      = 2(2n2 + n) 

    จึงได a2 + a เปนจํานวนคู 

 จากท้ังสองกรณีจะได ถา a เปนจํานวนเต็มแลว  

     a2 + a เปนจํานวนคู 

ความรูท่ีใช  1.  บทนิยามจํานวนคี่จํานวนคู 

   2.  กําลังสองของนิพจน 

           

ตัวอยางที่ 5.1.4  จงพิสจูนวา “ถา a เปนจํานวนจริงบวกแลว a + a
1 ≥ 2” 

 

 การคิดยอนเพือ่หาแนวทางการพิสูจน 

  ถาได   a + a
1 ≥ 2    

  จะตองได a2 + 1 ≥ 2a   

       a2 - 2a + 1 ≥ 0 

            (a - 1)2 ≥ 0  

 

                      

อสมการคงเดมิ 
เพราะ a > 0 
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รูปประโยคและโครงสรางการพสิูจน   

(1) (P ∧ P1) → Q เมื่อ P1 เปนความจริงทีพ่ิสูจนแลว   

กรณีนี้ P1 เปนตัวชวย 

 

 

 

 

พิสูจน ให a เปนจํานวนจริงบวก      (P) 

 เนื่องจาก (a - 1)2 ≥ 0       (P1) 

 จะได a2 - 2a + 1 ≥ 0 

 ดังนั้น  a2 + 1 ≥ 2a 

 จึงได  a
1a2

+   ≥  a
a2  

    a + a
1    ≥   2       (Q) 

ความรูท่ีใช  (1) สําหรับจํานวนจริง b ใด ๆ จะได b2 ≥ 0 

   (2) สําหรับจํานวนจริง b, c และ d ซึ่ง d > 0 

          ถา b > c แลว bd > cd 

  

ตัวอยางที่ 5.1.5    จงพิสจูน “สําหรับเซต A และ B ใด ๆ ถา A ⊆ B แลว A ∩ B' = ∅” 

 

 รูปประโยคและโครงสรางการพสิูจน  

              แบบที่ (1) จะพิสูจน P → Q           

        โดยพสิูจนขอความแยงสลับที่ ~Q → ~P 

พิสูจน  ให A และ B เปนเซตใด ๆ ซ่ึง A ∩ B' ≠ ∅ 

 ดังนั้นมี x ซึ่ง x ∈ A ∩ B' 

 จะได x ∈ A และ x ∈ B'     (บทนิยาม  ∩)  

 แสดงวา x ∈ A และ x ∉ B    (บทนิยาม ') 

 นั่นคือ A⊆ B       (นิเสธของ ⊆) 

 จึงได “ถา A ∩ B' ≠ ∅ แลว A⊆ B” 

 โดยขอความแยงสลับท่ีจะได “ถา A ⊆ B แลว A ∩ B' = ∅” 
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 รูปประโยคและโครงสรางการพสิูจน  

                    แบบท่ี (2) จะพิสูจน P → Q 

 โดยให P และสมมุติ ~Q แลวไดขอขัดแยง R∧~R  

  สมมติจึงผิด นัน่คอื ไดขอสรปุ Q 

 ให A ⊆ B 

 สมมติ A ∩ B' ≠ φ 

 จึงมี x ซึ่ง x ∈ A และ x ∈B' 

 แสดงวา x ∈ B และ x ∈ B' (เพราะ A ⊆ B) 

 ดังนั้น x ∈ B และ x ∉ B ไดขอขัดแยง 

 สมมติ A ∩ B' ≠ φ จึงผิด นั่นคือ A ∩ B' = ∅ 

 จึงได “ถา A ⊆ B แลว A ∩ B' = ∅”                                                 

การพิสูจนประโยคทีเ่หตุเปนเท็จ 

ตัวอยางที่ 5.1.6  จงพิสจูนวา “ ∅ ⊆ A สาํหรับทุกเซต A” 

 วิเคราะหการพิสูจน ตองใชบทนิยามการเปนสับเซต 

 A ⊆ B ก็ตอเมื่อสําหรับทุก x ถา x ∈ A แลว x ∈ B มีกรณีเหตุเปนเท็จ กลาวคอื x ∈ ∅ 

พิสูจน สําหรับเซต A ใด ๆ  

 ให a ∈ ∅ จะได “a ∈ ∅” เปนเท็จ สําหรับทุก a  

 ดังนั้น “a ∈ ∅ → a ∈ A” เปนจริงสําหรับทกุ a  

 นั่นคือ  ∅ ⊆ A 

     วิธีท่ี 2 พิสูจน  P โดยสมมติ ~P แลวเกิดขอขดัแยง 

    R∧~R จึงสรปุไดวา P 

พิสูจน สมมติ ∅ ∉ A 

 ดังนั้น มี x ซึ่ง x ∈ ∅ และ x ∉ A  (นิเสธของ ⊆) 

 แต x ∈ ∅ ขัดแยงกับ x ∉∅  (สมบัติของ ∅)                 

 ดังนั้น   ∅ ⊆ A จึงผิด 

 นั่นคือ  ∅ ⊆ A 
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ตัวอยางที่ 5.1.7  จงพิสจูนวา "ถา f เปนฟงกชันเพิ่มแลว f-1 เปนฟงกชันเพิ่ม 

 วิเคราะหเพือ่การพสิูจน 

 ถา f เปนฟงกชันเพิ่ม ตองรูบทนิยามของฟงกชันเพิ่ม 

บทนิยาม 1  f เปนฟงกชันเพิ่มก็ตอเมือ่สําหรับ x 1, x 2 ∈ Df 

   ถา x 1 < x 2 แลว f(x 1) < f(x 2) 

 ในการสรุปวา f--1 เปนฟงกชันเพิ่ม ตองแสดงกอนวา 

 f--1 เปนฟงกชัน ซึ่งกอนหนานี้ f ตองเปนฟงกชัน 1-1 ตองรูบทนยิามฟงกชัน 1-1 

บทนิยาม 2  ฟงกชัน f เปนฟงกชัน 1-1 กต็อเมือ่ 

 สําหรับ x 1, x 2 ∈ Df ถา f(x 1) = f(x 2) แลว x 1 = x 2 หรอืสําหรับทุก x 1, x 2 ∈ Df ถา x 1 ≠ x 2 

แลว f(x 1) ≠ f(x 2) 

              จากกาํหนดให f เปนเพียงฟงกชันเพิ่ม ตองการ f เปนฟงกชัน 1-1 ขอความนี้จึงนาจะเปนจรงิ             

              กลาวคอื "ถา f เปนฟงกชันเพิ่มแลว f เปนฟงกชัน 1-1" 

 จึงตองพิสจูนทฤษฎีบทเสรมิ 

 "ถา f เปนฟงกชันเพิ่มแลว f เปนฟงกชัน 1-1" 

 สงผลให f--1 เปนฟงกชัน 

 เมื่อ f และ f-1 เปนฟงกชันสิ่งท่ีทราบคอื 

 (1) Df = Rf
-1 และ Rf = Df

-1 

 (2) y = f(x) ก็ตอเมื่อ x = f-1(y) 

สุดทายตองแสดงวา สําหรบัทุก y1, y2 ∈ Df -1   ถา  y1 < y2 แลว f-1(y1) < f-1 (y2) 

พิสูจน  รูปประโยคและโครงสรางการพิสูจน 

 (1) P → P1 (P1 (ทฤษฎีบทเสรมิ) ถา f เปนฟงกชันเพิ่มแลว f เปนฟงกชัน 1-1) 

 (2) P1 → Q1 (ถา f เปนฟงกชัน 1-1 แลว f-1 เปนฟงกชัน) 

 (3) แสดง Q2 (f
-1 เปนฟงกชันเพิม่) 

พิสูจน ให f เปนฟงกชันเพิ่ม 

 จะพิสูจนวา f เปนฟงกชัน 1-1 

 ให x 1, x 2 ∈ Df และ x 1 ≠ x 2  
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 ดังนั้น x 1 < x 2 เปนการเพยีงพอ กรณี x 2 < x 1 แสดงไดทํานองเดียวกนั  

 (เพราะ x 1, x 2 เปนสมาชกิใด ๆใน Df) 

 ถา x1 < x 2 จะได f(x 1) < f(x2) (f เปนฟงกชันเพิ่ม) 

  จึงได f(x 1) ≠ f(x 2)  

  จาก x 1 ≠ x 2 แลวได f(x 1) ≠ f(x 2) 

  แสดงวา f เปนฟงกชัน 1-1 

 จากทฤษฎีบทที่มีมากอนกลาววา 

  "ถา f เปนฟงกชัน 1-1 แลว f-1 เปนฟงกชัน" 

 จึงได f-1 เปนฟงกชัน นอกจากนี้จะได Df = Rf
-1 และ Rf = Df

-1 

จะแสดง f-1 เปนฟงกชันเพิ่ม 

 ให y1, y2 ∈ 1 
f

D − และ y1 < y2 

 จะตองแสดงวา f-1(y1) < f-1(y2) 

 เนื่องจาก y1, y2 ∈ Rf จึงมี x 1 และ x 2 ซึ่ง 

 y1 = f(x 1) และ y2 = f(x 2) 

 จึงได f(x 1) < f(x 2)        ...(  ) 

 นอกจากนี้จาก y1 = f(x 1) จะได f
-1(y1) = x 1 

  และจาก y2 = f(x 2) จะได f
-1(y2) = x 2 

 จะแสดง  x1 < x2 
       สมมติ   x 1< x 2 

        จะได x 1 ≥ x 2 
ถา x 1 = x 2 จะได f(x 1) = f(x 2) (f เปนฟงกชัน) 
 ขัดแยงกับกับ (  )  
ถา x 1 > x 2 จะได f(x 1) > f(x 2) (f เปนฟงกชันเพิ่ม) 
 ขัดแยงกับ (  ) 
ดังนั้น สมมตผิิด นั่นคอื x 1 < x 2  
จึงได f-1(y1) < f-1(y2) 
จากถา y1 < y2 แลวได f

-1(y1) < f-1(y2) 
ดังนั้น f-1 เปนฟงกชันเพิ่ม  

จะพิสูจน P 
โดยสมมต ิ
~P เกิดขอ
ขัดแยง 

R∧~R 
สมมติจึงผิด 
น่ันคือ ได P 

* 

  * 

  * 
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ตอนท่ี 5.2 การพิสูจนประโยคท่ีมตัีวเชื่อมผสม 

เร่ืองที่ 5.2.1  การพสิจูนประโยคในรูป P → (Q V R) 

 วิธีพิสูจน  ให P 

   (1)  ถาได Q จบการพิสูจน 

 และ (2)  ถาได ~ Q ตองใช P รวมกับ ~ Q แลวสรุปใหได R จึงจะจบการพิสูจน 

 (หรอืสลับระหวาง Q กับ R ใน (1) และ (2) ก็ได) 

ตัวอยางที่ 5.2.1  จงพิสจูนวา สําหรับจํานวนเต็ม a และ b ใด ๆ 

 ถา ab = 0 แลว a = 0 หรอื b = 0 

พิสูจน ให a และ b เปนจํานวนเต็มใด ๆ ซึ่ง ab = 0 

 ถา a = 0 จบการพสิูจน 

 ถา a ≠ 0 จะตองแสดงวา b = 0 

 จาก ab = 0 และ a ≠ 0 

 ดังนั้น  a
ab  = a

0   

 จะได   b = 0 

  

เร่ืองที่ 5.2.2  การพิสูจนประโยคในรูป (P V Q) → R 

 วิธีพิสูจน  ตองแสดง 

   (1)  P → R  

 และ (2)  Q → R 

 จาก (1) และ (2) จึงได (P V Q) → R 

ตัวอยางที่ 5.2.2  จงพิสจูนวา สําหรับจํานวนจริง a และ b ใด ๆ  

 ถา a = 0 หรอื b = 0 แลว ab = 0 

พิสูจน ให a และ b เปนจํานวนจริงใด ๆ 

 กรณีท่ี 1  ถา a = 0 จะได ab = 0 

 กรณีท่ี 2  ถา b = 0 จะได ab = 0  

 ดังนั้น จากทั้ง 2 กรณี ถา a = 0 หรือ b = 0 แลว ab = 0                           
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เร่ืองที่ 5.2.3  การพสิจูนประโยคในรูป P ↔ Q  

 วิธีพิสจูน  ตองแสดง 

   (1)  P → Q  

 และ (2)  Q → P 

 จาก (1) และ (2) จึงได P ↔ Q 

ตัวอยางที่ 5.2.3   จงพิสจูนวา สําหรับจํานวนจริง a ใด ๆ  a > 0 ก็ตอเมือ่ a
1  > 0 

พิสูจน (1) ให a  > 0 จะแสดง a
1 > 0 

  จะพิสูจนโดยใชขอขัดแยง 

  สมมติ   a
1  ≤  0 

  ถา a
1 = 0 จะได a  a

1 = 0 ขัดแยงกบั   a  a
1  = 1 

  ถา a
1  < 0 จะได a  a

1 < 0 ขัดแยงกับ  a  a
1  = 1 

  สมมติ a
1  ≤  0  จึงผิด 

  ดังนั้น  a
1 > 0 

 (2) ให a
1  > 0 จะแสดง a > 0 

  สมมติ a ≤ 0 

  ถา a = 0 จะได a  a
1 = 0 ขัดแยงกับ a  a

1 = 1 

  ถา a < 0 จะได a  a
1 < 0 ขัดแยงกับ a  a

1 = 1 

  สมมติจึงผิด 

  ดังนั้น  a > 0 

  จาก (1) และ (2) จึงได a > 0 ก็ตอเม่ือ a
1  > 0 

             

 

 

 

 

 

 

    .     . 

     .     . 

    . 

     . 

    . 

     . 
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 ตอนท่ี 5.3  การพิสูจนประโยคท่ีมตัีวบงปริมาณ 

 

เร่ืองที่ 5.3.1  ประโยคในรูป ∀ x [P(x)] 

 วิธีพิสูจน   แสดง P(a) เปนจริงทุก a ในเอกภพสัมพัทธ U  

 (เซตคําตอบของ P(x) เทากับเอกภพสัมพทัธ U) 

ตัวอยางที่ 5.3.1  จงพิสจูนวา x 2 ≥ 0 ทุกจํานวนจริง x 

พิสูจน ให x เปนจํานวนจริงใด ๆ  

 จะได x = 0 หรอื x > 0 หรอื x < 0 

 กรณีท่ี 1  ถา  x = 0 จะได x 2 = 0 

 กรณีท่ี 2  ถา  x > 0 จะได x 2 > 0 

 กรณีท่ี 3 ถา  x < 0 จะได x 2 > 0 

 จากท้ัง 3 กรณี จะให x2 ≥ 0 ทุกจํานวนจริง x 

                                                                             

เร่ืองที่ 5.3.2  ประโยคในรูป   ∃!x [P(x)] 

 หมายถึง มีสมาชิก x เพียง 1 ตัวเทานั้นท่ี P(x) เปนจริง 

 วิธีพิสูจน 

   (1)  พิสูจน ∃x [P(x)] เปนจริง 

 และ (2)  พิสูจน สําหรบั x 1 และ x 2 ถา 

   P(x 1) เปนจริงและ P(x 2) เปนจริงแลว x 1 = x 2 

 

ตัวอยางที่ 5.3.2  จงพิสจูนวา สําหรับจํานวนจริง  a ใด ๆ  

 จะมีจํานวนจรงิ b เพียงจํานวนเดียวเทานั้นที่ทําให 

 a b  =  a 

พิสูจน ให a เปนจํานวนจริงใด ๆ  

 เนื่องจากมีจํานวนจริง 1  ซึง่  a 1 = a 

 จึงแสดงแตเพยีงวา ถามีจํานวนจริง e ซ่ึง a e = a แลว e = 1 

   . 

  . 

     . 
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 สมมติมี e ซึ่ง  a e  =  a 

 จะได      a e – a = 0 

       a(e – 1) = 0 

 แต a เปนจํานวนจริงใด ๆ จึงมีกรณีที ่a ≠ 0 

  ดังนั้น   (e – 1) = 0 

  จะได   e = 1 

 ดังนั้น จํานวนจริง b ในขอความที่ใหพิสูจน คอื  

  1 เพียงจํานวนเดียวเทานัน้ 

             

 

แบบฝกหดั 5.3 

 

จงพิสจูนขอความตอไปนี ้

 1.  สําหรับจํานวนเต็ม a ใด ๆ a3 + a2 + a + 1 เปนจํานวนคูก็ตอเมือ่ a เปนจํานวนคี ่

 2.  สําหรับเซต A และ B ใด ๆ  A ⊂ B ก็ตอเมือ่ B' ⊂ A' 

 3.  สําหรับจํานวนจริง x ใด ๆ ที่ไมเทากับ 0 จะมีจํานวนจริง y เพียงจํานวนเดียวเทานั้น  

ซึ่ง xy = 1 

 

 

  

 

 

 

   . 

      . 
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หนวยท่ี 6 
อุปนัยเชงิคณิตศาสตร 

(Mathematical Induction) 
 

ตอนที่ 6.1 อุปนัยเชงิคณิตศาสตร 
 
แนวคิด  1.   ปญหาทางคณิตศาสตรบางปญหาทีเ่กี่ยวของกับแบบรปูของจํานวนเต็ม อาจใชการพิสูจน 
          โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตรได 
  2.   อุปนยัเชิงคณติศาสตรเปนการพสิูจนเกีย่วกับขอความ ∀ nP(n) เปนจริง สําหรับจํานวน 
          เต็ม no และ n ซึ่ง n ≥ no โดยเริ่มตนพสิูจน P(no) เปนจริง ตอจากนั้นสมมติให P(k)เปน 
          จริง เมือ่ k ≥ no แลวพสิจูนวา P(k + 1) เปนจริงจะสรปุไดวา P(n) เปนจริงทุก n ≥ no 
  3.   ขอความ∀ nP(n) เปนเท็จก็ตอเมื่อมีจํานวนเตม็ k ≥ no ที่ทําให P(k) เปนเท็จ 
 
วัตถุประสงค 
 เมื่อศกึษาหนวยที่ 6 จบแลว นักเรียนสามารถ 
  1.   เขยีนขอความในรูป P(n) ได 
  2.   พิสูจนขอความ ∀ nP(n) เปนจริงได 
  3.   หาจํานวนเตม็ k ซึ่ง P(k) เปนเท็จ สําหรบัขอความ ∀ nP(n) ที่เปนเท็จได 
 
กิจกรรมระหวางเรียน 
  1.  อาจารยอธบิายแบบรูปของจํานวนเต็ม 
  2.  อาจารยอธบิายและใหตัวอยางการใชการพสิูจนโดยอปุนัยเชิงคณิตศาสตร 
  3.  นักเรียนทํากิจกรรมตามตวัอยางและแบบฝกหัด 
  4.  นักเรียนประเมินพัฒนาการของตนเอง 
 
สื่อการสอน 
  1.  เอกสารการสอน 
  2.  แบบฝกปฏบิัติ 
  3.  เครือ่งฉายขามศรีษะ 
 
ประเมินผล 
  ประเมินผลจากแบบฝกหัดและการทดสอบ 
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ตอนที่ 6.1  อุปนัยเชงิคณิตศาสตร 

เร่ืองท่ี 6.1.1   ขอความ ∀ nP(n) 

 ในการศึกษาคณิตศาสตรระดับชั้นมัธยมศกึษานั้น บางครั้งจะพบแบบรูปที่เกีย่วของกับ 

จํานวนเต็ม เชน จากการสังเกตผลบวกของจํานวนคี ่

        1 = 1 = 12 

         1 + 3 = 4 = 22 

       1 + 3 + 5 = 9 = 32 
          .   .  . 
        .   .  . 
        .   .  .   

 แลวทํานายแบบรูปทั่วไปวา 

 1 + 3 + 5 + ... + (2n-1) = n2 

 การทํานายนีอ้าจจะผิดก็ได 

 เครือ่งมอืที่ใชพิสูจนการทํานายลักษณะนีใ้นทางคณิตศาสตร คอือุปนัยเชิงคณิตศาสตร เปนการ

พิสูจนวาขอความ ∀ n P(n) เปนจริง เมือ่ n ∈ I และ n ≥ n0 โดย n0 เปนจํานวนเต็มเจาะจงจํานวนหนึ่ง 

 การพสิจูนวาขอความ ∀ n P(n) เปนจริงสําหรบัทุกจํานวนเตม็ n ซึ่ง n ≥ n0 มีขั้นตอนดังนี ้

 ขั้นท่ี 1 จะตองแสดงวา P(n0) เปนจรงิ 

 ขั้นท่ี 2 จะตองแสดงวา ถา P(k) เปนจริงสําหรับทกุจํานวนเต็ม  k ≥ n0 แลว P(k+1) เปนจริง 

              จากทัง้ 2 ขั้นตอน จะสรุปไดวา ∀ n P(n) เปนจริง สําหรับทุก n ≥ n0 

หมายเหตุ 

 ขอความ ∀ n P(n) สําหรับทกุ n ≥ n0 เปนเท็จ ก็ตอเมือ่ 

 (1)  P(n0) เปนเท็จ 

หรอื (2)  มี K ≥ n0 ที่ทําใหขอความ P(k) เปนเท็จ 

 กอนที่จะพสิูจนวา ประโยค ∀ n P(n) เปนจริงหรอืเปนเทจ็ จําเปนตองฝกเขยีนประโยค P(i) 

เมื่อ i ∈ {no,...,k,k+1} กอน 
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ตัวอยางที่ 6.1.1 กําหนด P(n) แทน  1 + 3 + 5 +...+ (2n-1) = n2 

จงเขยีน   P(1), P(2), P(k) และ P(k+1) 

วิธีทํา เนื่องจากประโยค P(n) นี้เขยีนในรูปสมการ ซึ่งนิพจนทางซายของสมการเปนอนุกรม ทางขวา

เปนสูตร จึงเขยีนไดดังนี ้

 P(1) คอื     1 = 12 

 P(2) คอื    1 + 3 = 22   

 P(k) คอื  1 + 3 + 5 + ... + (2k-1) = k2 

 P(k+1) คือ 1 + 3 + 5 + ... + (2k-1) + (2(k+1)-1) = (k+1)2 

  หรอื 1 + 3 + 5 + ... + (2k-1) + (2k+1) = (k+1)2 

                  

ตัวอยางที่ 6.1.2 กําหนด P(n) แทน  3⏐(22n-1)  จงเขียน P(1), P(2), P(k) และ P(k+1) 

วิธีทํา ขอความ P(n) อยูในรูปสญัลกัษณเกีย่วของเฉพาะจํานวนเต็มบวก n จึงแทน n ดวย 1, 2, k และ 

k+1 ลงใน P(n) 

จะได P(1)   คอื   3⏐(22 1-1) 

 P(2)   คอื   3⏐(22 2-1) 

 P(k)   คอื   3⏐(22 k-1) 

 P(k+1) คือ    3⏐(22 (k+1)-1) 

              

ตัวอยางที่ 6.1.3 จงเขยีนขอความ P(n), P(1), P(2), P(k) และ P(k+1) ใหสอดคลองกับขอความตอไปนี้ 

 1.  21 + 22 + 23 +...+ 2n = 2n+1 - 2 ทุกจํานวนเต็มบวก n 

 2.  2n+1 ≥ n2 ทุกจํานวนเต็มบวก n 

 3.  n3 + 2n หารดวย 3 ลงตัว ทุกจํานวนเต็มบวก n 

วิธีทํา 1.  ให P(n) แทน 21 + 22 + 23 +...+ 2n = 2n+1 - 2 

 จะได P(1) คอื 21
   = 21+1 - 2 

    P(2) คอื 21 + 22 = 22+1 - 2 

    P(k) คอื 21 + 22 +... 2k  =  2k+1 - 2 

  . 

. 

  . 

    . 
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    P(k+1) คือ 21 + 22 +...+ 2k + 2k+1 = 2k+2 - 2 

 2.  ให P(n) แทน 2n+1 ≥ n2  

 จะได P(1) คอื 21+1 ≥ 12  

    P(2) คอื   22+1 ≥ 22  

    P(k) คอื  2k+1 ≥ k2  

    P(k+1) คือ  2k+2 ≥ (k+1)2  

 3.  ให P(n) แทน n3 + 2n หารดวย 3 ลงตัว 

 จะได P(1) คอื 13 + 2 1 หารดวย 3 ลงตัว 

    P(2) คอื 23 + 2 2 หารดวย 3 ลงตัว 

    P(k) คอื k3 + 2 k หารดวย 3 ลงตัว 

    P(k+1) คือ  (k+1)3 + 2  (k+1) หารดวย 3 ลงตัว 

              

ตัวอยางที่ 6.1.4   จงเขยีนขอความ P(n), P(n0), P(n1),..., P(k) และ P(k+1) โดยที่ n0 < n1 ≤ k  

     ทุกจํานวนเต็มที่กําหนดในขอความตอไปนี้ 

 1.  n(n2-1) หารดวย 24 ลงตัว ทกุ n ที่เปนจํานวนคี่บวก 

 2.  n2 < n! ทุก n < 4 

 3.    1.0! + 1.1! + 2.2! + 3.3! +...+n.n! = (n+1)! 

วิธีทํา 1.  ให P(n) แทน n(n2-1) หารดวย 24 ลงตัว ทกุ n ที่เปนจํานวนคี่บวก 

เนื่องจาก  P(n0) คือ P(1) จึงได P(1) คอื 1(12-1) หารดวย 24 ลงตัว 

   P(n1) คือ P(3) จึงได P(3) คอื 3(32-1) หารดวย 24 ลงตัว 

   P(k) คอื   k(K2-1) หารดวย 24 ลงตัว 

   P(k+1) คือ (k+1)((k+1)2-1) หารดวย 24 ลงตัว 

 2.  ให P(n) แทน n2< n! ทุก n < 4 

เนื่องจาก  P(n0) คือ P(4) จึงได P(4) คอื 42 < 4! 

   P(n1) คือ P(5) จึงได P(5) คอื 52 < 5! 

   P(k) คอื k2 < k! 

   . 

   . 

    . 

   . 
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   P(k+1) คือ (k+1)2 < (k+1)! 

 3.  ให P(n) แทน 1 0!+1 1!+2 2!+3 3!+...+n n! = (n+1)! 

เนื่องจาก  P(n0) คือ P(0) จึงได P(0) คอื 1 0! = (0+1)! 

   P(n1) คือ P(1) จึงได P(1) คอื 1 0!+1 1! = (1+1)! 

   P(k) คอื 1 0!+1 1!+2 2!+3 3!+...+k k! = (k+1)! 

   P(k+1)คือ1 0!+1 1!+2 2!+3 3!+...+k k!+(k+1)(k+1)!= (k+2)!  

 

              

แบบฝกหดั 6.1.1 
 

 จงเขยีน P(n0), P(n1),...,P(k) และ P(k+1) สอดคลองกับขอความอุปนัยเชิงคณิตศาสตรตอไปนี ้

 1.  3n > 3n ทุก n ≥ 2 

 2.  11n+2+122n+1 หารดวย 133 ลงตัว ทุก n ≥ 1 

 3.  1.2+2.3+3.4+...+n(n+1) =  3
2) 1)(n  n(n ++  ทุก n ∈N 

 4.  (1+x)n = 1+x+x2+...+x3 เมื่อ x ≠ 1 ทุก n ∈ N 

 

เร่ืองท่ี 6.1.2  การพสิจูนคาความจริงของขอความในรูป ∀nP(n) 

 เนื่องจากขอความในรูป ∀nP(n) อาจจะมีคาความจริงเปนจริงหรอืเปนเท็จดังทีก่ลาวมาแลว 

ในเรือ่งนี้จึงเปนกระบวนการหาคาความจริงของขอความ ∀nP(n) 

ตัวอยางที่ 6.1.5  จงพิสจูนวา 1 + 3 + 5 + ... + (2n-1) = n2 เปนจริงสําหรบัทุก n ∈ N (n ≥ 1)  

ขอพิสูจน    ให P(n) แทน 1 + 3 + 5 + ... + (2n-1) = n2 

ขั้นท่ี 1 

 จะแสดงวา P(1) เปนจริง 

 เนื่องจาก 1 = 12 เปนจริง 

 และ P(1) แทน 1 = 12 

 ดังนั้น P(1) เปนจริง 

 

    .    .   .    .   . 

  . 

   .    . 

   .   .    .     .     . 

 .    .   .   .   . 
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ขั้นท่ี 2 

 จะแสดงวา ถา P(k) เปนจริงสําหรับ k ≥ 1 แลว P(k+1) เปนจริง 

 ให P(k) เปนจริง 

 ดังนั้น  1 + 3 + 5 +...+ (2k-1) = k2         เปนจริง 

 จะได 1+3+5+...+ (2k-1)+(2(k+1)-1) = k2 + (2(k+1)-1)  เปนจริง 

 แสดงวา  1 + 3 + 5 +...+ (2k-1)+(2k+1) = k2+2k+1      เปนจริง 

      1 + 3 + 5 +...+ (2k-1)+(2k+1) = (k+1)2-         เปนจริง 

 เนื่องจาก P(k+1) แทน 1 + 3 + 5 +...+ (2k-1)+(2k+1) = (k+1)2 

 ดังนั้น   P(k+1) เปนจริง 

 จากขั้นที่ 1 และขั้นที่ 2 สรุปไดวา 

 1 + 3 + 5 +...+ (2n-1) = n2 เปนจริงทกุจํานวนเต็มบวก n 

              
ตัวอยางที่ 6.1.6   จงพิสจูนวา 

 2  1
1
⋅ + 3  2

1
⋅ + 4  3

1
⋅ +…+ 1) n(n 

1
+

= 1 n 
n
+

 เปนจริงสําหรับทุก n ∈ N 

ขอพิสูจน   ให P(n) แทน 

 2  1
1
⋅ + 3  2

1
⋅ + 4  3

1
⋅ +…+ 1) n(n 

1
+

= 1 n 
n
+

 

ขั้นท่ี 1 

 จะแสดงวา P(1) เปนจริง 

 เนื่องจาก     2  1
1
⋅ = 1  1

1
+

  เปนจริง 

 และ P(1) แทน  2  1
1
⋅ = 1  1

1
+

 

 ดังนั้น P(1)  เปนจริง 

ขั้นท่ี 2 

 จะแสดงวา ถา P(k) เปนจริงสําหรับ k ≥ 1 แลว P(k+1) เปนจริง 

 ให P(k) เปนจริง 

 ดังนั้น   2  1
1
⋅ + 3  2

1
⋅ + 4  3

1
⋅ +…+ 1) k(k 

1
+

= 1 k 
k
+

  เปนจริง 

 จะได   2  1
1
⋅ + 3  2

1
⋅ + 4  3

1
⋅ +…+ 1) k(k 

1
+

+ 2) 1)(k  (k 
1

++
= 1 k 

k
+

+ 2) 1)(k  (k 
1

++
 เปนจริง 
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 แสดงวา 2  1
1
⋅ + 3  2

1
⋅ + 4  3

1
⋅ +…+ 1) k(k 

1
+

+ 2) 1)(k  (k 
1

++
= 2) 1)(k  (k 

1  2) k(k 
++
++   เปนจริง 

                          = 2) 1)(k  (k 
1) (k 2

++
+    เปนจริง 

                          = 2 k 
1 k 

+
+    เปนจริง 

 เนื่องจาก P(k+1) แทน 2  1
1
⋅ + 3  2

1
⋅ + 4  3

1
⋅ +…+ 2) 1)(k  (k 

1
++

= 2 k 
1 k 

+
+  

 ดังนั้น    P(k+1)  เปนจริง 

 จากขั้นที่ 1 และขั้นที่ 2 สรุปไดวา 2  1
1
⋅ + 3  2

1
⋅ + 4  3

1
⋅ +…+ 1) n(n 

1
+

= 1 n 
n
+

 เปนจริงทกุ 

จํานวนเต็มบวก n 

              

ตัวอยางที่ 6.1.7 จงพิสจูนวา 2n ≥ 2 ทุก n ≥ 1 

ขอพิสูจน    ให P(n) แทน 2n ≥ 2 

ขั้นท่ี 1 

 จะแสดง P(1) เปนจริง 

 เนื่องจาก 21 ≥ 2 เปนจริง   

 ดังนั้น  P(1)  เปนจริง 

ขั้นท่ี 2 

 จะแสดง ถา P(k) เปนจริงสําหรับ k ≥ 1 แลว P(k+1) เปนจริง 

 ให   P(k)   เปนจริง 

 ดังนั้น  2k ≥ 2    เปนจริง 

 จะได  2 ⋅ 2k ≥ 2  เปนจริง 

 นั่นคือ  2k+1 ≥ 2  เปนจริง 

 แสดงวา   P(k+1)   เปนจริง 

 จากขั้นที่ 1 และขั้นที่ 2 สรุปไดวา 2n ≥ 2 ทุก n ≥ 1 
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ตัวอยางที่ 6.1.8   จงพิสจูนวา 2n ≤ 2n ทุก n ≥ 1 

ขอพิสูจน  ให P(n) แทน 2n ≤ 2n  

ขั้นท่ี 1 

 จะแสดง P(1) เปนจริง 

 เนื่องจาก  2 ⋅ 1 ≤ 21 เปนจริง 

 ดังนั้น  P(1)   เปนจริง 

ขั้นท่ี 2 

 จะแสดง ถา P(k) เปนจริงสําหรับ k ≥ 1 แลว P(k+1)   เปนจริง 

 ให  P(k)  เปนจริง  สําหรับ k ≥ 1 

 ดังนั้น   2k ≤ 2k    เปนจริง 

 เนื่องจาก 2 ≤ 2k    เปนจริง จากตวัอยางที่ 6.1.7 

 จะได  2k + 2 ≤ 2k + 2k   เปนจริง 

     2(k+1) ≤ 2 ⋅ 2k  เปนจริง 

     2(k+1) ≤ 2k+1  เปนจริง 

 จะได  P(k+1)  เปนจริง 

 จากขั้นที่ 1 และขั้นที่ 2 สรุปไดวา 2n ≤ 2n ทุก n ≥ 1 

              

ตัวอยางที่ 6.1.9  จงพิสจูนวา 2n3 + 3n2 + n + 6 ≥ 0 สําหรบัทุก n ≥ –2 

ขอพิสูจน  ให P(n) แทน 2n3 + 3n2 + n + 6 ≥ 0 

ขั้นท่ี 1 

 จะแสดง P(–2) เปนจริง 

 เนื่องจาก 2(–2)3 + 3(–2)2 + (–2) + 6 ≥ 0  เปนจริง 

 และ P(–2) คือ 2(–2)3 + 3(–2)2 + (–2) + 6 ≥ 0 

 ดังนั้น P(–2) เปนจริง 

ขั้นท่ี 2 

 จะแสดง ถา P(k) เปนจริงสําหรับ k ≥ –2 แลว P(k+1) เปนจริง 

 ให P(k) เปนจริง 
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 ดังนั้น  2k3 + 3k2 + k + 6 ≥ 0 

 พิจารณา 2(k+1)3 + 3(k+1)2 + (k+1) + 6  

           = (2k3 + 3k2 +k+6)+(6k2+ 12k+6)   เปนจริง 

           = (2k3 + 3k2 +k+6)+6 (k+1)2            เปนจริง 

 เนื่องจาก 2k3 + 3k2 + k + 6 ≥ 0 และ 6(k+1)2 ≥ 0        เปนจริง 

 ดังนั้น  (2k3 + 3k2 + k+6)+6(k+1)2 ≥ 0  เปนจริง 

 นั่นคือ  2(k+1)3 + 3(k+1)2 + (k+1) + 6 ≥ 0  เปนจริง 

 จะได P(k+1)  เปนจริง 

 จากขั้นที่ 1 และขั้นที่ 2 สรุปไดวา 2n3 + 3n2 + n + 6 ≥ 0 สําหรับทุก n ≥ –2 

               
ตัวอยางที่ 6.1.10  จงแสดงวาขอความ n2 < 2n ไมจริงสําหรับ –1 ≤ n 

แนวคิด 

 ให P(n) แทนขอความ n2 < 2n  สําหรับ –1 ≤ n 

 จะเห็นวา P(–1)  คอื  (–1)2 < 2-1 

        จะได   1 < 2
 1    เปนเท็จ 

 ดังนั้น  P(–1)  เปนเท็จ 

 แสดงวา  n2 < 2n ไมจริงสําหรับ –1 ≤ n  

               
ตัวอยางที่ 6.1.11  จงแสดงวา ขอความ 2n ≤ n2 ไมจริงสําหรับ 2 ≤ n 

แนวคิด 

 ให P(n) แทนขอความ 2n ≤ n2 สําหรับ 2 ≤ n 

 พิจารณา  n = 5 

 จะเห็นวา P(5)  คอื   25 ≤ 52 

         จะได  32 ≤ 25   เปนเท็จ 

 ดังนั้น  P(5)  เปนเท็จ 

 แสดงวา  2n ≤ n2 ไมจริงสําหรับ 2 ≤ n 
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แบบฝกหดั 6.1.2 
 

1. จงใชอุปนยัเชิงคณิตศาสตร พิสูจนขอความตอไปนี้วาเปนจริงสําหรับทุกจํานวนธรรมชาติ n 

 1.1  1 + 2 + 3 +...+ n = 2
 1) n(n +  

 1.2  12 + 22 + 32+...+ n2 =  6
 1 n(n+1)(2n+1) 

 1.3  13 + 23 + 33+...+ n3 = 4
 1 [n(n+1)]2 

 1.4  1 2 + 2 3 + 3 4 +...+ n(n+1) = 3
 2)1)(n   n(n 1 ++  

 1.5  2 + 22 + 23+...+ 2n = 2n+1 – 2  

 1.6  n3 + 2n หารดวย 3 ลงตัว 

 1.7  n(n2–1) หารดวย 24 ลงตัว ถา n เปนจํานวนคี่บวก 

 1.8  11n+2 + 122n+1 หารดวย 133 ลงตัว 

 1.9  sinα + sin 2α +...+ sin nα = 2
2

2
1 n 

sin
sin

 sin ∞
∞
∞+

 

 1.10   1 1! + 2 2! + 3 3! +...+ n n! = (n+1)! - 1 

2. จงพิสจูนขอความตอไปนี้ โดยใชอุปนัยเชิงคณิตศาสตร 

 2.1  2n > 2n + 1 ทุก n > 2 

 2.2  1 n 
 1
+ + 2 n 

 1
+ +…+ 2n

 1 > 24
 13  ทุก  n > 1 

 2.3  2n+1 ≥ n2 ทุก n ∈ N 

 2.4  3n > 3n ทุก n ≥ 2 

 2.5  n2 < n! ทุก n ≥ 4 

3. ขอความตอไปนี้ถูกหรอืผิด จงใหเหตุผล 

 3.1  1   - 1 +nx = 1 + x + x2+...+ xn เมื่อ     x   ≠ 1 ทุก n ∈ N 

 3.2  (1+x)n > 1 + nx เมื่อ x > -1, x ≠ 0 และ n ≥ 1 

 3.3  2n < 2(n+10) ทุก n ∈ N 

4. กําหนดเมทริกซ  A = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
11  

 จงหา An พรอมทั้งพิสูจนโดยใชอุปนยัเชิงคณิตศาสตร 

5. กําหนด f(x)  = x - 1
 1  เมื่อ x ≠ 1 จงหา f(n)(x) พรอมทั้งพสิูจนโดยใชอุปนัยเชิงคณิตศาสตร 

.   .    . 

 .    .        .     . 

 1 - x 
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ภาคผนวก 

 

ทฤษฎีบทท่ี 1 ให s ⊂ N และ s มีคุณสมบตัิตอไปนี ้

  1.  1 ∈ s 

  2.  ∀k [k ∈ s →k+1 ∈ s] 

  สรุปไดวา  s = N 

ขอพิสูจน   สมมติวา s ≠ N ดังนั้นจะตองมีจํานวนเต็มบวกอยางนอย 

หนึ่งจํานวน ซึง่ไมอยูในเซ็ต s 

  ให M = {x ∈ N| x ∉s} = N – s  

  ดังนั้น  M ≠ ∅ 

  และ M ∩ s = ∅ 

  จากหลักการเปนอนัดับดแีลว ถา M ⊂ N และ M ≠ ∅ แลว M จะมีจํานวนที่นอยท่ีสดุ 

กลาวคอื ∃m∀X [m∈M ∧ X∈M→m ≤ X] M จะมีจํานวนที่นอยท่ีสดุ หนึ่งจํานวน สมมติวาเปนm  

นั่นคือ ถา  x ∈ M แลว x ≥ m 

    m ≠ 1 เพราะวา 1 ∈ s, m ∈ M และ M ∩ s  = ∅ 

  ดังนั้น  m > 1   ไดวา m – 1 > 0 

  แต m – 1 < m ดังนั้น m – 1 ∉ M เพราะ m เปนจํานวนที่นอยท่ีสุดใน M 

       แสดงวา m – 1 ∈ s 

  โดยคุณสมบัตขิอ 2 ไดวา (m – 1) + 1 ∈ s 

       นั่นคือ m ∈ s ซึ่งขัดแยงกับที่วา m ∈ M จะทําให m ∉ s เพราะ M ∩ s = ∅ 

  ดังนั้น ท่ีเราสมมติไววา s ≠ N จึงไมจริง 

       แสดงวา s = N 
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ทฤษฎีบทท่ี 2  (ทฤษฎเีบือ้งตนของอุปนยัวิธีทางคณิตศาสตร) 

 สําหรับจํานวนเต็มบวก n ใด ๆ ให P(n) แทนขอความ (อาจเปนจริง หรอืไมเปนจริง) ท่ี

เกี่ยวของกับ n ถา 

 1. P(1) เปนจริง 

 2. สําหรับจํานวนเต็มบวก k ใด ๆ ถา P(k) เปนจริงแลวได P(k+1) เปนจริงดวย 

  สรุปไดวา P(n) เปนจริงสําหรับทุก ๆ จํานวนเต็มบวก n 

ขอพิสูจน ให s = {n∈N| P(n) เปนจริง,} 

 s ≠ ∅ เพราะวา 1 ∈ s โดยคุณสมบัติ ขอ 1. 

 จากคุณสมบัตขิอ 2 ถา k ∈ s แลว k + 1 ∈ s ดวย 

 โดยทฤษฎีบทที่ 1 จะได s = N 

 นั่นคือ P(n) เปนจริงสําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n 
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      หนวยท่ี 7 
อสมการ 

 

ตอนที่ 7.1 อสมการที่เกี่ยวกับพีชคณิต 
ตอนที่ 7.2 อสมการเกี่ยวกับคาสัมบูรณ 
 
แนวคิด  1. สมการและอสมการ เปนสิ่งสําคัญในระบบคณิตศาสตร สําหรับอสมการนั้นสามารถนิยาม

ไดจาก สมการ 
2. ในระบบจํานวนจริงสมบัติของอสมการนําไปประยุกตใชอยางมากมายทั้งในวิชา
คณิตศาสตร และวิชาอื่นๆ 

3. โดยทั่วๆไปผลเฉลยของอสมการนิยมเขยีนในรูปเซตคําตอบ 
4. อสมการที่เกี่ยวกับคาสัมบูรณเปนพืน้ฐานสําคัญที่นําไปใชในวิชา  แคลคูลัส และการวิเคราะห 

 
วัตถุประสงค 
 เมื่อศึกษาหนวยที่ 7 จบแลว นักเรียนสามารถ 
 1. นิยามอสมการได 
 2. ระบุสมบัติพื้นฐานของอสมการของจํานวนจริงได 
 3. หาเซตคําตอบของอสมการที่มีหลายตัวประกอบได 
 4. พิสูจน ขอความเกีย่วกับอสมการเชิงพีชคณิตได 
 5. พิสูจน ขอความเกีย่วกับอสมการของคาสัมบูรณได 
 
กิจกรรมระหวางเรียน 

1. อาจารยอธิบายความหมายและสมบัติของอสมการ แสดงตัวอยางวธีิการแกโจทยปญหา
อสมการที่เกี่ยวกับพีชคณิต และอสมการเกี่ยวกับคาสัมบูรณ     

 2. นักเรียนทํากิจกรรมระหวางเรียน และแบบฝกหัด 
 3. นักเรียนประเมินพัฒนาการของตนเอง 
 
สื่อการสอน 
 1. เอกสารการสอน 
 2. แบบฝกปฏิบัติ 
 3. เครื่องฉายขามศีรษะ 
 
ประเมินผล 
 ประเมินผลจากแบบฝกหดัและการทดสอบ 
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เร่ืองท่ี 7.1.1 ความหมายและ สมบัติของอสมการ 
 1. ความหมายของอสมการ ความหมายพืน้ฐานของอสมการ นิยามไดดังบทนยิามตอไปนี ้

บทนิยาม 1  สําหรับจํานวนจริง a และ b ใดๆ 
 a มากกวา b กต็อเมื่อ มีจํานวนจริงบวก c ที่ทําให a = b + c 

a มากกวา b เขียนแทนดวย a > b 

บทนิยาม 2  สําหรับจํานวนจริง a และ b ใดๆ 
 b นอยกวา a ก็ตอเมื่อ  a มากกวา b  

b นอยกวา a เขียนแทนดวย b < a 

บทนิยาม 3  สําหรับจํานวนจริง a และ b ใดๆ 
 a มากกวาหรือเทากับ b ก็ตอเมื่อ  a มากกวา b หรือ a เทากบั b 

a มากกวาหรือเทากับ b เขียนแทนดวย a ≥ b 

บทนิยาม 4  สําหรับจํานวนจริง a และ b ใดๆ 
 b นอยกวาหรือเทากับ a ก็ตอเมื่อ  b นอยกวา a หรือ b เทากับ a 

b นอยกวาหรือเทากับ a เขียนแทนดวย b ≤ a 

 
บทนิยาม 2, 3 และ 4 อาจเขียนใหมไดดังนี ้

บทนิยาม 2′  b < a ก็ตอเมื่อ มี c ∈R+ ที่ทําให b + c = a 

บทนิยาม 3′  a ≥ b ก็ตอเมื่อ มี c ∈R+  Υ {0} ที่ทําให a = b + c 

บทนิยาม 4′  b ≤ a ก็ตอเมื่อ มี c ∈R+  Υ {0} ที่ทําให b + c = a 
 

2 สมบัติของอสมการ 
กําหนดให a, b, c,  x และ y เปนจํานวนจริง 
1. ถา a > b และ b > c แลว a > c 
2. ถา a > b แลว a + c > b + c   
3. ถา a > b และ c > 0 แลว ac > bc 
4. ถา a > b และ c < 0 แลว ac < bc 
5. ถา a > b > 0 และ c > 0 แลว ac > bc > 0 
6. ถา a > 1 และ x > y > 0 แลว ax > ay  > 0 
7. ถา 0 < a < 1 และ x > y > 0 แลว 0 < ax < ay 

8. ถา a > 1 และ x > y > 0 แลว loga x > loga y 

ตอนที่ 7.1 อสมการที่เก่ียวกับพีชคณติ 
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9. ถา 0 < a < 1 และ x > y > 0 แลว loga x < loga y 
10. a2n ≥ 0 ทุกจํานวนเต็มบวก n 

11. a > 0 ก็ตอเมื่อ  a 
1  > 0 

12. a < 0 ก็ตอเมื่อ  a 
1  < 0 

13. สําหรับจํานวนจริง a และ b  ซ่ึง a < b 
 ( x – a )( x – b ) < 0   ก็ตอเมือ่  a < x < b 
14. สําหรับจํานวนจริง a และ b  ซ่ึง a < b 
 ( x – a )( x – b ) > 0   ก็ตอเมือ่  x < a หรือ x > b 
 
เร่ืองท่ี 7.1.2  ตัวอยางวิธีการแกปญหาโจทยอสมการ 

ขอตกลง กําหนดใหเอกภพสัมพันธ คือ เซตของจํานวนจริง สําหรับจํานวนที่เขียนโดยไมเจาะจง 
จํานวนเหลานัน้คือจํานวนจริง 

 
ตัวอยางที่ 7.1  จงพิสูจนวา a2n+1 > 0 ก็ตอเมือ่ a > 0 ทุกจํานวนเต็มบวก n 
พิสูจน  (1) จะแสดงวา ถา a2n+1 > 0 แลว a > 0 

กําหนดให    a2n+1 > 0 
  จะได   a2n  a > 0 
 สมมติ a ≤ 0 จะมีกรณดีังนี้ คอื a < 0 หรือ a = 0 

  ถา  a < 0  จะได  a 
1  < 0 

  ดังนั้น a
a  a2 ⋅n

 < 0 
   a2n < 0 ขัดแยงกับ a 2n ≥ 0 
   a < 0   จึงเปนไปไมได 
  ถา a = 0  จะได a2n+1 = 0 ขัดแยงกับทีก่ําหนดให a 2n+1 > 0 
   a = 0 จึงเปนไปไมได 
 นั่นคือ  a > 0 
 (2) จะแสดงวา ถา a > 0 แลว a2n+1 > 0 
 กําหนดให a > 0 
 จะได  a 2n > 0 ดังนั้น a 2n   a > 0 
 จึงได  a 2n+1 > 0 

จาก (1) และ (2) จึงสรุปไดวา 
a 2n+1 > 0 ก็ตอเมื่อ a > 0 ทุกจํานวนเต็มบวก n 

.  

  .  
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หมายเหตุ  สําหรับขอความ  a 2n+1 < 0 ก็ตอเมื่อ a < 0 ทุกจํานวนเต็มบวก n 

ใหทําเปนแบบฝกหัด 
  
ตัวอยางที่ 7.2  จงพิสูจนวา ( x – a )2n ( x – b )2m + 1 > 0 ก็ตอเมื่อ x ≠ a และ x – b > 0 ทุกจํานวนเต็มบวก 

m และ n 
พิสูจน  (1) จะแสดงวา ถา ( x – a )2n ( x – b )2m + 1> 0 แลว x – a ≠ 0 และ x – b > 0  
  กําหนดให ( x – a )2n ( x – b )2m + 1 > 0 
  พิจารณา  x – a 
  ถา  x – a = 0  จะทําให  ( x – a )2n ( x – b )2m + 1 = 0 
  ซ่ึงขัดแยงกับที่กําหนดให  ( x – a )2n ( x – b )2m + 1 > 0 
  ดังนั้น     x – a ≠ 0    …  

       จะได  ( x – a )2n  > 0 

     ดังนั้น 
a)(x

b)(xa)(x
2n

12m2n

−

−− +

 > 0 

 แสดงวา  ( x – b )2m + 1 > 0 
โดยตัวอยางที่ 7.1 พิสูจนมาแลว จะได x – b > 0      …  
จาก  และ  จึงได x – a ≠ 0 และ x – b > 0 
 (2)  จะแสดงวา ถา x – a ≠ 0 และ x – b > 0 แลว ( x – a )2n

 ( x – b )2m + 1
 > 0 

        เนื่องจาก  x – a ≠ 0 และ x – b > 0 
        จะได   ( x – a )2n > 0 และ ( x – b )2m + 1 > 0 

       ดังนั้น ( x – a )2n ( x – b )2m + 1 > 0 
จาก (1) และ (2) จึงสรุปไดวา 
( x – a )2n ( x – b )2m + 1 > 0 ก็ตอเมื่อ x – a ≠ 0 และ x – b > 0 
 
หมายเหตุ  สําหรับขอความ ( x – a )2n ( x – b )2m + 1 < 0 ก็ตอเมื่อ x ≠ a และ x – b < 0  

 ทุกจํานวนเตม็บวก m และ n  ใหทําเปนแบบฝกหัด 
  
 
 
 
 



 146 

ตัวอยางที่ 7.3  จงหาเซตคําตอบของ 32

4101

4)(x
7)(x3)(x

+
+−  ≤ 0 

วิธีทํา 32

4101

4)(x
7)(x3)(x

+
+− ≤ 0 ก็ตอเมื่อ (x – 3)101 (x + 7)4 ≤ 0 และ x + 4 ≠ 0 

ก็ตอเมื่อ (x – 3 ≤ 0 หรือ x +7 = 0) และ x ≠ –4  
ก็ตอเมื่อ (x ≤ 3 หรือ x = –7 ) และ x ≠ –4 
ก็ตอเมื่อ x < –4 หรือ –4 < x ≤ 3 

ดังนั้นเซตคําตอบคือ { x ∈ R | x < –4 หรือ –4 < x ≤ 3 } 
  
 

แบบฝกหัดที ่7.1 
 

1. จงพิสูจนวา a2n+1 < 0  ก็ตอเมื่อ a < 0 ทุกจํานวนเต็มบวก n 
2. จงพิสูจนวา ( x – a )2n  ( x – b )2m + 1 < 0 ก็ตอเมื่อ x ≠ a และ x – b < 0 

 ทุกจํานวนเตม็บวก m และ n 
3. จงหาเซ็ตคําตอบของ อสมการตอไปนี ้
 (1) (x – 3)20 (x + 4)33 < 0 
 (2) (x – 4)21 (x + 2)11 > 0 

 (3) 218

45

4)(X5)(X
1)(X
+−

− ≥ 0 

 (4) 18

1627

4)(X
3)(X2)(X

−
+− ≤ 0 

 
 
 
เร่ืองท่ี 7.2.1  อสมการพื้นฐานของคาสัมบูรณของจํานวนจริง 

บทนิยาม 5 สําหรับจํานวนจริง x ใดๆ คาสมับูรณของ x เขียนแทนดวย | x | กําหนดโดย 

                             | x | = 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<

≥

0 x  เมื่อx - 

0 x  เมื่อx    
 

 
จากบทนยิามขางตน สามารถนํามาสรุปเปนสมบัติเกี่ยวกบัคาสัมบูรณ ของจํานวนจรงิ และพิสูจนไดดังนี ้
กําหนดให x และ y เปนจํานวนจริงใดๆ  a เปนจํานวนจริงบวก 

ตอนที่ 7.2 อสมการเกี่ยวกับคาสัมบูรณ 
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จงพิสูจนขอความตอไปนี ้
(1)  x ≤ | x | 
(2) ถา | x | ≤ a แลว – a ≤ x ≤ a 
(3) ถา | x | ≥ a แลว x ≤ – a หรือ x ≥ a 
(4)  x + y ≤ | x | + | y |  
(5)  x + y ≤ | x + y | 
(6) | x + y | ≤ | x | + | y | 
(7) | x | – | y | ≤ | x – y | 
(8) | | x | – | y | | ≤ | x – y | 
 
พิสูจน  (1) x ≤ | x | 
 พิสูจน  กรณีท่ี 1   x  ≥ 0 
  จะได  x = | x |  
 กรณีท่ี 2     x < 0  
  จะได   0 < –x และ –x = | x | 
  แต  x < –x 
  ดังนั้น  x < | x |  
 จากกรณีทั้งสอง จึงสรุปไดวา x ≤ | x | 
 (2) ถา | x | ≤ a แลว –a ≤  x  ≤ a 
พิสูจน  ให  | x | ≤ a 
  กรณีท่ี 1   x  ≥ 0 
  จะได  x = | x | ≤ a 
  ดังนั้น  0 ≤  x  ≤ a 
 กรณีท่ี 2     x < 0  
  จะได   0 < –x และ –x = | x | 
  แต  | x | ≤ a 
  ดังนั้น  0 < –x  ≤ a 
  แสดงวา  –a ≤ x < 0 
 จากกรณีทั้งสอง จึงสรุปไดวา –a ≤ x ≤ a 
 (3) ถา | x | ≥ a แลว x  ≤ –a หรือ x  ≥ a การพิสูจนทําเปนแบบฝกหดั 
 (4) ถา x + y ≤ | x | + | y | การพิสูจนทําเปนแบบฝกหดั 
 (5) x + y ≤ | x + y |  การพิสูจนทําเปนแบบฝกหัด 
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 (6) | x + y | ≤ | x | + | y | 
พิสูจน  กรณีท่ี 1  x + y ≥ 0 
 จะได  x + y = | x + y | 
 จากขอ(4) จะได x + y ≤ | x | + | y | 
 ดังนั้น  | x + y | ≤ | x | + | y | 
 กรณีท่ี 2  x + y < 0 
 จะได  –( x + y ) = | x + y | 
 ดังนั้น  ( –x ) + ( –y ) = | x + y | 
 จากขอ (4) จะได ( –x ) + ( –y ) ≤ | – x | + |– y | 
 แต  | –x | = | x | และ | –y | = | y | 
 ดังนั้น  ( –x ) + ( –y ) ≤ | x | + | y | 
 นั่นคือ  | x + y | ≤ | x | + | y | 
 จากกรณีทั้งสอง จึงสรุปไดวา | x + y | ≤ | x | + | y | 
  
 (7) | x | – | y | ≤ | x – y | 
พิสูจน เนื่องจาก | x | =  | (x – y ) + y | 
 จากขอ (6) จะได | (x – y ) + y | ≤ | x – y | + | y | 
 ดังนั้น  | x | ≤ | x – y | + | y | 
 นั่นคือ  | x | – | y | ≤ | x – y | 
  
 (8) || x | – | y || ≤ | x – y | 
พิสูจน จากขอ (7) จะได | x | – | y | ≤ | x – y |   ...  
 และ  | y | – | x | ≤ | y – x | 
 ดังนั้น  –( | x | – | y | ) ≤ | y – x | 
 แต  | x – y | = | y – x | 
 จึงได  –( | x | – | y | ) ≤ | x – y |   
 แสดงวา  –| x – y | ≤ | x | – | y | …  
จาก  และ  จะได –| x – y | ≤ | x | – | y | ≤ | x – y |   
โดย ขอ (2) จึงได  || x | – | y || ≤ | x – y |   
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แบบฝกหัด 7.2 
 
1. กําหนดให x และ y เปนจาํนวนจริง และ a เปนจํานวนจริงบวก จงพิสูจนวา 
 (1) ถา | x | ≥ a แลว x ≤ – a หรือ x  ≥ a 
 (2)  x + y ≤ | x | + | y | 
 (3)  x + y ≤ | x + y | 
2. จงหาเซต คาํตอบของ อสมการ | x3 – 1 | > 1 – x 
 
เร่ืองท่ี 7.2.2  อสมการคาสัมบูรณท่ีมีเงื่อนไข 
 ในการเรยีนระดับสูง โดยเฉพาะการพิสูจน ลิมิตของฟงกชัน จําเปนตองใชอสมการคาสัมบูรณ
ที่มีเงื่อนไข ดังตัวอยางตอไปนี้ 
ตัวอยางที่ 7.4  กําหนดให x เปนจํานวนจริงใดๆ 
 จงพิสูจนวา ถา | x – 4 | < 2 แลว | x2 + x – 20 | < 22  
พิสูจน ให x เปนจํานวนจริง และ | x – 4 | < 2  
 จะได –2 < x – 4 < 2 
  2 < x < 6 
  7 < x + 5 < 11  
 ดังนั้น | x + 5 | < 11 
 จะได | x – 4 || x + 5 | < 2 × 11 
  | ( x – 4 )( x + 5 ) | < 22 
 นั่นคือ | x2 + x – 20 | < 22 
   
ตัวอยางที่ 7.5  กําหนดให x เปนจํานวนจริงใดๆ 

 จงพิสูจนวา ถา | x – 5 | < 2
1 แลว 4 -x 

3 -x | – 2 | < 1 

พิสูจน ให x เปนจํานวนจริง และ | x – 5 | < 2
1  

 จะได  – 2
1  < x – 5 < 2

1  
  2

1  < x – 4 < 2
3  

 ดังนั้น 2
1  < | x – 4 | < 2

3  

 จะได 3
2 < 

|4x|
1
−

< 2 
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พิจารณา                 2
4x
3x −

−
− =

4x
  8x2 3x

−
+−−  

    = 
4x

  5x
−
+−  

    = 
4x

 5x

−
+−

 

    = 
4x

5x

−
−

 

จาก | x – 5 | < 
2
1   และ 

|4x|
1
−

< 2 

ดังนั้น 
4x

  5x 

−
−

< 1 

นั่นคือ 2
4x
  3x −

−
−  < 1 

   
   

แบบฝกหัด 7.3 
 

กําหนดให x เปนจํานวนจริงใดๆ จงพิสูจนวา  
 1. ถา  | x – 3 | < 1 แลว  | x2 – x – 6 | < 6 
 2. ถา  | x + 4 | < 1 แลว  | x3 + x2 – x | < 90   

 3. ถา | x – 4 | < 
4
1 แลว 13x

  72x −−
−  < 

3
1  
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หนวยท่ี 8 
ปญหาทาทายปญญา 

 
ตอนที่ 8.1  ปญหาทาทายปญญา 
ตอนที่ 8.2  ผลเฉลย 
 

แนวคิด  1. ปญหาทาทายปญญา เปนปญหานอกเหนือจากเนื้อหาในบทเรียน มีผลเฉลยไดหลายรูปแบบ 
ชวยใหผูแกปญหามีมุมมองและวิธีแกปญหาที่หลากหลาย และสรางสรรค 

2. ลําดับของจํานวนทีเ่กิดจากการดําเนินการทางคณิตศาสตร สามารถนํามาเปนปญหาใหคดิได 
นอกจากนี้ผลเฉลยของผูตั้งปญหา กับผูแกปญหาอาจจะแตกตางกนัได ทั้งนี้ขึ้นอยูกับการให
เหตุผลของแตละคน 

3. ลําดับของตัวอักษร สามารถมาทําเปนรหสัใหแกปญหาได 
 
วัตถุประสงค 

เมื่อศึกษาหนวยที่ 8 จบแลว นักเรียนสามารถ 
  1. วิเคราะหปญหาไดอยางมเีหตุผล 
  2. แกปญหาอยางมี มิติสัมพนัธ 
  3. มีมุมมองปญหาไดหลากหลายแงมุม 
  4. หาผลเฉลยของบางปญหาได มากกวาหนึ่งผลเฉลย 
 
กิจกรรมระหวางเรียน 

1. อาจารยแจกเอกสารปญหาทาทายปญญา ใหเวลานักเรยีนหาผลเฉลย นักเรียนสามารถหาผล
เฉลยไดมากกวาหนึ่งผลเฉลย โดยตองสามารถบอกเหตผุลในการหาผลเฉลย แตละผลเฉลย
ได 

2. อาจารยเลือกนักเรยีนทีห่าผลเฉลยไดแตกตางกันในปญหาขอเดียวกนั ไปแสดงเหตุผลการ
วิเคราะหปญหา เพื่อหาผลเฉลยของตนเองที่หนาชั้นเรยีน 

3. นักเรียนอภปิรายวิธีวิเคราะหปญหาอยางมีเหตุผล จากมุมมองที่แตกตางกัน 
 
สื่อการสอน 
 1. เอกสารปญหาทาทายปญญา 
 2. เครื่องฉายขามศีรษะ 
 
ประเมินผล 
 ประเมินผลจากผลเฉลย และการแสดงเหตผุลการวิเคราะหปญหาเพื่อหาผลเฉลย 



 152 

ปริศนา 1   จํานวนใดหายไปจากวงลอ 
 

 
 
เหตุผล .................... 
 
ปริศนา 2    ตัวอักษรใดทําใหลําดับสมบูรณ  
 

 
 
เหตุผล .................... 
 
ปริศนา 3   จํานวนใดหายไป 
 

 
 
เหตุผล .................... 
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ปริศนา 4   ปริศนานี้ตองการตัวอักษรใดจึงจะสมบูรณ 
 

 
 
เหตุผล .................... 
 
ปริศนา 5   จํานวนอะไรที่หายไปที่มุมลางขวาของรูปสามเหลี่ยมดานลาง 
 

 
เหตุผล .................... 
 
ปริศนา 6   ตัวอักษรใดที่อยูบนดวงดาวสดุทาย 
 

 
เหตุผล .................... 
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ปริศนา 7   จํานวนใดที่ทําใหตารางนี้สมบูรณ 
 

 
 
เหตุผล .................... 
 
ปริศนา 8   จงเติมตัวเลขขางลางนี้ใหสมบรูณ 
 

 
 
เหตุผล .................... 
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ปริศนา 9   กากบาทชุดใดทีแ่ทนกากบาทสีดํา 
 

 
 
เหตุผล .................... 
 
ปริศนา 10   นาฬิกาเรือนใดที่เปนนาฬิกาที่อยูในชองวาง 
 

 
 
เหตุผล .................... 
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ปริศนา 11   แบบรูปขางลางแบบใดทีแ่ทนแบบรูปที่มีเครื่องหมายคําถาม 
 

 
            A            B   C    D    E 
เหตุผล .................... 
 
ปริศนา 12   จงทําลําดับเชิงตรรกศาสตรนี้ใหสมบูรณ 
 

 
 

เหตุผล .................... 
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ปริศนา 13   จาํนวนใดหายไป 
 

 
 
เหตุผล .................... 
 
ปริศนา 14   จงไขปริศนานี ้
 

 
 
เหตุผล .................... 
 
 
 
 
 
 
 
 



 158 

ปริศนา 15   จํานวนใดทีแ่ทนเครื่องหมายคําถาม ? 
 

 
 
เหตุผล .................... 
 
ปริศนา 16   จํานวนใดทีห่ายไปจากดวงดาวดวงสุดทาย 
 

 
 
เหตุผล .................... 
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ปริศนา 17   ตัวอักษรใดหายไป 
 

 
 
เหตุผล .................... 
 
ปริศนา 18   จํานวนใดหายไป 
 

 
 
เหตุผล .................... 
 
ปริศนา 19   จํานวนใดหายไปในรูปสุดทาย 
 

 
 
เหตุผล .................... 
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ปริศนา 20   จงทําลําดับเชิงตรรกศาสตรนี้ใหสมบูรณ 
 

 
 

เหตุผล .................... 
 
ปริศนา 21   จงยายกานไมขดี 4 กาน ทําใหพื้นที่เปนครึ่งหนึ่งของพื้นที่เดิม 
 

 
 
เหตุผล .................... 
 
 
 
 
 
ปริศนา 22   จํานวนใดหายไป 
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เหตุผล .................... 
 
ปริศนา 23   จงเติมตัวอักษรเพื่อใหวงลอนีส้มบูรณ 

 
เหตุผล .................... 
 
ปริศนา 24   จงเติมเลขโดด 1 ถึง 9 ลงในปริศนา เพื่อใหผลบวกตามแนวนอน  แนวตัง้ และแนวทแยงมี
คาเทากัน 

 
เหตุผล .................... 
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 ตอนที่ 8.2  ผลเฉลย 
 ในปญหาทาทายปญญานี้ เนื่องจากเปนลําดับจํากัดของจํานวนหรือตวัอักษรจงึอาจมีผลเฉลย

ไดแตกตางกันหลายแบบ  ทัง้นี้ขึ้นอยูกับเหตุผลถาสมเหตุสมผลแลวผลเฉลยนั้นก็ถือวาถูกถึงแมวาจะ
แตกตางกนัในรูปทั่วไปก็ตาม ดังตัวอยางตอไปนี ้

พิจารณาลําดับตอไปนี ้
1 , 2 , 3 , ? 
? มีคาเทาใด 
เฉลย 1  ? คือ 4 

เหตุผล เนื่องจาก 1 , 2 , 3 เปนลําดับที่มีคาเพิ่มขึ้นทีละ 1 ในพจนที่เพิ่มขึ้น ดังนั้น ? 
เพิ่มขึ้น 1 จาก 3 จึงได ? คือ 4 
เฉลย 2  ? คือ 5 

เหตุผล เนื่องจาก 1 , 2 , 3 มีสองพจนแรก คือ 1 กับ 2 พจนที่สามไดจากสองพจนแรก
บวกกนัคือ  
1 + 2 = 3 ดังนัน้ พจนที่ส่ี ยอมไดจากสองพจนขางหนาบวกกันคือ 2 + 3 = 5 จึงได ? คือ 5 
เฉลย 3  ? คือ 6 

เหตุผล เนื่องจาก 1 , 2 , 3 มี สองพจนแรกคือ 1 กับ 2 พจนตอ ๆ ไป จะไดจากพจน 
ขางหนาบวกกนัทั้งหมด  

เชน พจนที่สามไดจาก 1 + 2 = 3 ดังนั้นพจนที่ 3 คือ 3   
 พจนที่ส่ีไดจาก 1 + 2 + 3 = 6 จึงได  ? คือ 6 

เฉลย 4   ? คือ 7 
 เหตุผล เนื่องจาก 1 , 2 , 3 มีสองพจนแรกคือ 1 กับ 2  พจนตอไปจะไดจากผลคูณของ
สองพจนแรก แลวบวกกับ 1  

เชน พจนที่สามไดจาก (1 × 2) + 1 = 3  ดังนั้น พจนที่สามคือ 3 
 พจนที่ส่ีไดจาก (2 × 3) + 1 = 7  จึงได  ? คือ 7 

เฉลย5  ? คือ 8 
 เหตุผล เนื่องจาก ลําดับ 1 , 2 , 3 มีพจนที่ n คือ 

  an = n + 3
2 (n – 1)(n – 2)(n – 3)  เมื่อ an คือพจนที่ n 

        จะเห็นวา a1 = 1 + 3
2 (1 – 1)(1 – 2)(1 – 3) = 1 + 0 = 1 

  a2 = 2 + 3
2 (2 – 1)(2 – 2)(2 – 3) = 2 + 0 = 2   

  a3 = 3 + 3
2 (3 – 1)(3 – 2)(3 – 3) = 3 + 0 = 3   

  จะได     a4 = 4 + 3
2 (4 – 1)(4 – 2)(4 – 3) = 4 + 4 = 8 
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นอกจากผลเฉลยที่แตกตางกนัแลว อาจจะมีผลเฉลยเทากันแตสํานวนตางกัน เชน ในเฉลย 5 

อาจมีพจนที่ n คือ an = 2n – 1 + 2
4) -2)(n  -1)(n  -(n      

จะได   a1 = 21 – 1 +  2
4) - 2)(1 - 1)(1 - (1  = 20 + 0 = 1    

   a2 = 22 – 1 + 2
4) - 2)(2 - 1)(2 - (2  = 21 + 0 = 2    

   a3 = 23 – 1 + 2
4) - 2)(3 - 1)(3 - (3  = 22 – 1 = 3    

  a4 = 24 – 1 + 2
4) -2)(4  -1)(4  -(4  = 23 + 0 = 8   

 
ตอไปนี้เปนตวัอยางผลเฉลยของปริศนาทั้ง 24 ปริศนา 
ปริศนา 1  
เฉลย 1  ? คือ 7 
 เหตุผล ในสวนของวงกลม 6 สวนจะมจีํานวนคีแ่ละจํานวนคูปรากฏอยูสลับกัน ถาพิจารณาการ
เรียงของจํานวนแบบทวนเขม็นาฬิกา  

ชุดของจํานวนคูจะเพิ่มขึ้นทลีะ 4 เปน 6 , 10 , 14  
ชุดของจํานวนคี่จะเพิ่มขึ้นทลีะ 2 เปน 3 , 5 , ?  
ดังนั้น    ? คือ 7 

เฉลย 2  ? คือ 10 
 เหตุผล ในสวนของวงกลม 6 สวน ถาจับคูจากสวนลางขึน้สวนกลาง และสวนบน ทลีะคู      
ผลบวกจะเพิ่มขึ้นทีละ 1 ดังนี้ 
  5 + 10 = 15 
  6 + ?   = 16 
  3 + 14 = 17 
   ดังนั้น ? คือ 10 
เฉลย 3  ? คือ 11 
 เหตุผล ในสวนของวงกลม 6 สวน ถาจับคูสวนที่อยูตรงขามกันแลวดผูลบวก จะไดผลบวกเปน
จํานวนเฉพาะที่เรียงกันดังนี ้
  3 + 10 = 13 
  6 + ?   = 17 
  5 + 14 = 19 
 ดังนั้น ? คือ 11 
  
 



 164 

ปริศนา 2 
เฉลย 1  ? คือ V 
 เหตุผล เนื่องจากสระในภาษาอังกฤษมี 5 ตวัคือ A , E , I , O , U จะเหน็วาลําดับ B , F , J , P , ? 
เปนลําดับตัวอักษรในภาษาองักฤษที่ถัดจากตัวอักษรที่เปนสระไปหนึ่งตัว 

ตัวอักษรถัดจาก A คือ B ถัดจาก E คือ F  ถัดจาก I คือ J  ถัดจาก O คือ P และถัดจาก U คือ V 
 ดังนั้น ? คือ V 
เฉลย 2  ? คือ P 
 เหตุผล ถาให A แทน 1 , B แทน 2 , C แทน 3 ,…, Z แทน 26  จะพบวา ลําดับ B , F , J , P , ? 
คือ ลําดับ 
2 , 6 , 10 , 16 , ? 
 ถาพจนกลางคอื 10 เปนคาเฉลี่ยของผลบวกทุกพจนจะได 
 ผลบวก  2 + 6 + 10 + 16 + ? = 10 × 5 = 50 
 จะได  ? = 16    แต 16 แทนดวย P 
 ดังนั้น  ? คือ P 
  
ปริศนา 3 
เฉลย 1  ? คือ 2 
 เหตุผล ผลคูณของจํานวนในวงกลมที่อยูริมสองขางของแตละแนวนอนจะเทากบัจํานวนที่อยู
ในวงกลมกลางบวกดวย 5 ของแถวนั้นดงันี้ 
 4 × 6 = 24 = 19 + 5 
 5 × 7 = 35 = 30 + 5 
 4 × ?  = 8   = 3 + 5 
 ดังนั้น ? คือ 2 
เฉลย 2  ? คือ 16 
 เหตุผล  ผลบวกของจํานวนในวงกลมที่เรียงตัวเปนเครื่องหมายบวกตามแนวนอนและแนวตั้ง
จะมีคาเพิ่มขึ้น 10 ดังนี ้
 แนวนอน  5 + 30 + 7 = 42 

แนวตั้ง  3 + 30 + 19 = 52 
ดังนั้น ผลบวกของจํานวนในวงกลมที่เรียงตัวเปนเครื่องหมายคณู ตามแนวทแยงลางซายไป 

บนขวา และลางขวาไปบนซาย จะตองมีคาเพิ่มขึ้น10 ดังนั้น 
แนวทแยงลางซายไปบนขวา 4 + 30 + 6 = 40 
แนวทแยงลางขวาไปบนซาย ? + 30 + 4 = 50 
ดังนั้น  ? คือ 16                                                                                     
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ปริศนา 4 
เฉลย 1  ? คือ U 
 เหตุผล 1 ถาให  A แทน 1 , B แทน 2 , C แทน 3 , … , Z แทน 26 แลวข้ึนตนใหมเปน 
 A แทน 27 , B แทน 28 , C แทน 29 , … , Z แทน 52 

จะไดแถวทั้ง 3 คือ    3  5 8 
     12 17 23 
     30 38 ? 

จะพบวา ถาเขยีนเรียงจากแถวที่ 1 ตอดวยแถวท่ี 2 และแถวที่ 3 
จะได 3     5      8      12   17    23    30     38     ?  =  47 

 
การเพิ่ม    2       3      4      5      6      7      8       9 
จากการเพิ่ม จะพบวา 38 + 9 = 47 ซ่ึงในการแทนคาตัวอักษร ชุดที่ 2 
จาก A = 27 B = 28 พบวา U = 47 
ดังนั้น ? คือ U 

เฉลย 2  ? คือ Z 
 เหตุผล  2 ถาให  A แทน 1 , B แทน 2 , C แทน 3 , … , Z แทน 26 

จะไดแถวทั้ง 3 คือ   3  5 8 
    12 17 23    

4 12 ? 
จะพบวา ถาหาผลบวกตามแนวทแยงหลกัที่ 1 และ 2  ทีละสองแถวคาจะเพิ่มขึน้ 3 และผลบวก
ตามแนวทแยงหลักที่ 2 และ 3 ทีละสองแถวก็จะมีคาเพิ่มขึ้น 3 

 

 
จะได   ? = 26 
ซ่ึง    Z แทน 26 

 ดังนั้น    ? คือ Z  
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ปริศนา 5 
เฉลย 1  ? คือ 17 
 เหตุผล จากรปูสามเหลี่ยมดานบนสองรูป ผลตางของจํานวนในตําแหนงเดียวกนัของรูป
สามเหลี่ยมทั้งสองคือ จํานวนในตําแหนงเดียวกันนั้นของรูปสามเหลี่ยมรูปที่สามดานลาง 

ตําแหนง รูปที่ 1 รูปที่ 2 ผลตาง รูปที่ 3 
มุมยอด 
ภายใน 

มุมลางซาย 
มุมลางขวา 

9 
2 
7 
2 

2 
7 
11 
19 

| 9 – 2 |   = 7 

| 2 – 7 |   = 5 

| 7 – 11 | = 4 

| 2 – 19 | = 16 

7 
5 
4 

     ? = 17    

 ดังนั้น    ? คือ 17 
เฉลย 2  ? คือ 4 
 เหตุผล ผลบวกของจํานวนในตําแหนงเดยีวกันของรูปสามเหลี่ยมทั้งสามจะเพิ่มขึน้ทลีะ 4 โดย 
เร่ิมตนจากตําแหนงภายใน ไปมุมยอดมุมลางซาย และ มุมลางขวา ดังนี้ 

ตําแหนง รูปที่ 1 รูปที่ 2 รูปที่ 3 ผลบวก เพิ่มขึ้น 
ภายใน 
มุมยอด 

มุมลางซาย 
มุมลางขวา 

2 
9 
7 
3 

7 
2 
11 
19 

5 
7 
4 
? 

14 
18 
22 
26 

 

 จาก 3 + 19 + ? = 26 
 ดังนั้น    ? คือ 4 
  
ปริศนา 6 
เฉลย 1  ? คือ C 
 เหตุผล ตัวอักษรที่มุมยอดของรูปดาวจะเปนตัวกําหนดการเพิ่มขึ้น  ของตัวอักษรในลําดับของ
แตละรูปดาว ซ่ึงทิศทางของลําดับจะเริ่มตนที่ไหลดานขวาของรูปดาวแลววนแบบตามเข็มนาฬกิา ดังนี ้

รูปที่ 
ตัวกําหนดการ

เพิ่มขึ้นของลําดับ 
ลําดับ 

1 B = 2 
H     J     L    N   

 8    10    12   14 

2 D = 4 
C     G     K    O   
 3      7     11   15 

3 ? = 
H     K     N    Q 
8     11    14   17 
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 จะเห็นวาลําดบัในรูปที่ 3 คือ 8 , 11 , 14 , 17 เพิ่มขึ้นทีละ 3 ซ่ึง C = 3 
 ดังนั้น ? คือ C 
เฉลย 2  ? คือ N 
 เหตุผล ผลบวกของจํานวนที่มุมยอดของรูปดาวสองรูปริมในตําแหนงที่ตรงกัน ลบดวยจํานวน
ที่มุมยอด ของรูปดาวตรงกลางมีคาเพิ่มขึ้นตําแหนงละ 1 โดยเริ่มตนจากมุมบนแบบตามเข็มนาฬกิา 

รูป ลําดับ 
 ซาย 
ขวา 
กลาง 

B = 2 
? 

D = 4 

H = 8 
H = 8 
C = 3 

J = 10 
K = 11 
G = 7 

L =12 
N = 14 
K = 11 

N = 14 
Q = 17 
O = 15 

ผลลัพธ 
2 + ? - 4   

= 12 
8 + 8 - 3  

= 13 
10 + 11 - 7  

= 14 
12 + 14 - 11  

= 15 
14 + 17 - 15  

= 16 

 จะเห็นวา 2 + ? – 4 = 12 
 จึงได ? คือ 14 ซ่ึง N = 14 
 ดังนั้น ? คือ N 
  
ปริศนา 7 
เฉลย 1  ? คือ 5 
 เหตุผล  
สํานวนที่ 1  จํานวนในแถวที่ 3 ของตารางไดจากผลบวกของจํานวนในแถวที่ 1 กับแถวที่ 2 ของตาราง 
ขณะเดียวกันจาํนวนในแถวที่ 6 ของตารางไดจากผลบวกของจํานวนในแถวที่ 4 กับแถวที่ 5 ของตาราง 
 จะเห็นไดวา 4 + 1 = ? = 5 
 ดังนั้น  ? คือ 5 
สํานวนที่ 2  ผลบวกเลขโดดในแตละแถวนับจากแถวบนลงแถวลาง 
     เชน  แถวที่ 1     0 + 6 + 0 + 3 + 1 + 0 = 10 → 1 + 0 = 1  
 แถวที่ 2     1 + 3 + 0 + 8 + 0 + 7 = 19 → 1 + 9 = 10 → 1 + 0 = 1 
 แถวที่ 3    ไดผลเปน 2 
 แถวที่ 4   ไดผลเปน 3 
 แถวที่ 5   ไดผลเปน 5 
พิจารณาจากผลที่ไดของเลขโดดจากแถวที ่1 ถึงแถวที่ 5 เขียนเปนลําดับไดดังนี้  
1 , 1 , 2 , 3 , 5 พบวาพจนที่สาม, ส่ี, และหา   ไดจากผลบวกของสองพจนที่อยูขางหนา ดังนั้น พจนที่หก
คือ 3 + 5 = 8  

นั่นคือ 8 + 3 + 4 + 9 + 6 + ? = 30 + ? → 3 + 0 + ? = 8 
 ดังนั้น  ? คือ 5                                                                                                                    
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ปริศนา 8 
เฉลย 1  ? คือ 35 
 เหตุผล จากแผนภาพ 
   5     7     11     19     ? 
    
      2      4      8     16 
  ผลตางของลําดับ มีคาเพิ่มขึน้เปน 21, 22, 23, 24 
  จะได ? = 19 + 24 = 19 + 16 = 35 
  ดังนั้น  ? คือ 35 
เฉลย 2  ? คือ 29 
 เหตุผล จากแผนภาพ 

5       7      11     19      ?  
  \ + / \ + / \ + / \ + / 
   12     18      30     48 

          
            6     12    18     
  จะได   19 + ? = 48 
  ดังนั้น  ?  คือ  29 
  
ปริศนา 9 
เฉลย 1  ? คือ ชุด 1 หรือ ชุด 3 หรือ ชุด 5 
 
 เหตุผล จํานวนที่เหมือนกันใน            ตองอยูในตําแหนงที่สมมาตรกับจุดกึ่งกลาง
ของรูป 
เฉลย 2  ? คือ ชุด 5 

 เหตุผล ถาแบงรูปใหญเปน 4 สวนเทากนัแตละสวนเปนตารางขนาด 5 × 5 จะพบวาสวนที่

แหวงเมื่อนําจาํนวนในกากบาทชุด 5 มาเติมแลว จะทําใหจํานวนในแตละ ตารางขนาด 5 × 5 นั้น หมุน 
90° แบบตามเข็มนาฬิกา  และเคลื่อนที่วนแบบทวนเข็มนาฬิกา 
  
ปริศนา 10 
เฉลย 1  นาฬกิา C 
 เหตุผล  เมื่อพจิารณาเวลาในนาฬิกาแตละเรือน จะพบวา 
  ผลบวกเลขโดดเทากับ 15 

  ดังนั้น 9:24 → 9 + 2 + 4 = 15 
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   5:55 → 5 + 5 + 5 = 15 
   6:45 → 6 + 4 + 5 = 15 
   8:16 → 8 + 1 + 6 = 15 
 นาฬิกา C  เวลา   3:39 → 3 + 3 + 9 = 15 
เฉลย 2  นาฬกิา A , C และ D 
 เหตุผล เมื่อนําเวลาในนาฬกิาแตละเรือนมาเขียนเปนจํานวนจะได 924 , 555 , 645 , 816 ซ่ึง   
แตละจํานวนจะหารดวย 3 ลงตัว  จากนาฬกิา A , C , D จะไดจํานวนทั้ง 3 คือ 714 , 339 และ 459 ซ่ึง
หารดวย 3 ลงตัว 
  
ปริศนา 11 
เฉลย 1  ? คือ รูป C 
 เหตุผล   •  เคล่ือนที่แบบทวนเข็มนาฬกิาทลีะ 1 ชอง 
  ×  เคลื่อนที่แบบตามเข็มนาฬิกาทีละ 1 ชอง 
 สวนที่แรเงาตัง้ เคลื่อนที่แบบตามเข็มนาฬกิาทีละ 2 ชอง 
 สวนที่แรเงานอน เคลื่อนที่แบบทวนเข็มนาฬิกาทีละ 3 ชอง 
เฉลย 2  ? คือ รูป D หรือ E 
 เหตุผล  รูปจากโจทย  •  และ  ×  จะอยูในชองที่หางกัน ตรงขามกัน และชองเดียวกนั ยังขาด
ในชองที่อยูตดิกัน ซ่ึงคือรูป D และ E 
  
ปริศนา 12 
เฉลย 1  ?  คือ  R 
 เหตุผล  
สํานวนที่ 1   ลําดับ  C        D       F    J ? 
 คา  3        4        6  10   
 ซ่ึง  3 , 4 , 6 , 10 มีพจนทัว่ไปเปน a1 = 3 และ an = 2an - 1 – 2 เมื่อ n ≥ 2 
 จะได a1 = 3 
  a2 = 2a1 – 2 = 6 – 2   = 4 
  a3 = 2a2 – 2 = 8 – 2   = 6 
  a4 = 2a3 – 2 = 12 – 2 = 10 
  a5 = 2a4 – 2 = 20 – 2 = 18 
 ซ่ึง R แทน 18 
 ดังนั้น  ? คือ R 
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สํานวนที่ 2 
เหตุผล จากแผนภาพตอไปนี ้

    C        D       F    J ? 
กับตําแหนงตวัอักษร 3        4        6  10 

      
             1         2        4        8 
             20        21      22       23 

จะเห็นวา ? = 10 + 8 = 18 
 ดังนั้น   ?  คือ  R 
เฉลย 2  ?  คือ  V 

เหตุผล  จากแผนภาพตอไปนี้ 
    C        D       F    J ? 

กับตําแหนงตวัอักษร 3        4        6  10 
ลําดับ 3 , 4 , 6 , 10 มี a1 = 3  

       an = an - 1 + 2n - 2 + (n – 1)(n – 2)(n – 3)(n – 4) 
เมื่อ n ≥ 2 

จะได a1 = 3 
  a2 = a1 + 22 - 2 + 0  = 3 + 1 + 0   = 4 
  a3 = a2  + 23 - 2 + 0    = 4 + 2 + 0   = 6 
  a4 = a3  + 24 - 2 + 0       = 6 + 4 + 0   = 10 
  a5 = a4  + 25 - 2 + (4 × 3 × 2 × 1)      = 10 + 8 + 4 = 22 
 ซ่ึง V แทน 22 
 ดังนั้น  ? คือ V 
  
ปริศนา 13 
เฉลย 1  ? คือ 6 
 เหตุผล   รูปแปดเหลี่ยมนี้ มผีลบวกของจํานวนที่อยูตรงกันขามรวมสีจ่ํานวน เทากับ 30  
 เชน  11 + 6 + 4 + 9   = 30 
  5 + 1 + 10 + 14 = 30 
  8 + 13 + 7 + 2   = 30   
 จะได 12 + 9 + 3 + ?   = 30  

ดังนั้น  ? คือ 6 
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เฉลย 2  ? คือ 0 หรือ 6 
เหตุผล   ผลตางของจํานวนทีอ่ยูในรูปสี่เหล่ียมคางหมูใหญ  และรูปสี่เหล่ียมคางหมูเล็กที่อยู 

ติดกัน มีคาเทากับคูที่อยูตรงขาม 

เชน  | 11 – 6 | = | 9 – 4 |   = 5  

  | 5 – 1 |   = | 10 – 14 | = 4 

  | 8 – 13 | = | 7 – 2 |   = 5 

  | 12 – 9 | = | 3 – ? |    = 3 
 ดังนั้น  ? คือ  0 หรือ 6 
  
ปริศนา 14 
เฉลย    ? คือ 29 
 เหตุผล  
สํานวนที่ 1   ในรูปสามเหลี่ยมแตละรูป ผลคูณของจํานวนที่ฐานของรปูสามเหลี่ยม ลบดวยจํานวนที่มุม

ยอด จะเทากับจํานวนภายในรูปสามเหลี่ยม 
สํานวนที่ 2   ในรูปสามเหลี่ยมแตละรูป ผลบวกของจํานวนที่มุมยอดกับจํานวนที่อยูภายในรูป

สามเหลี่ยมจะเทากับผลคูณของจํานวนที่ฐาน 
  
ปริศนา 15 
เฉลย 1  ? คือ 3 
 เหตุผล  
สํานวนที่ 1   ในแตละแถว ผลบวกของจํานวนทางซายของตัวอักษร จะตางจาก  ผลบวกของจํานวน

ทางขวาของตัวอักษร เทากบัคาของตําแหนงของตัวอักษรนั้นๆ 
 เชน   (9 + 3 + 2 + 4) – (4 + 5 + 2 + 1) = 6 ซ่ึง F อยูในตําแหนงที่ 6 
  (4 + 9 + 8 + 4) – (6 + 1 + 0 + 5) = 13 ซ่ึง M อยูในตําแหนงที่ 13 
 จะได (2 + 6 + 4 + 8) – (3 + 1 + 2 + 4) = 10 ซ่ึง J อยูในตําแหนงที่ 10 
 ดังนั้น  ? คือ  J 
สํานวนที่ 2   ในแตละแถว ผลบวกของจํานวนทางซายของตัวอักษรลบดวยคาประจําตําแหนงของ 
         ตัวอักษรนั้น จะเทากับผลบวกจํานวนทางขวาของตัวอักษร 
 เชน  แถว F คาประจําตําแหนงของ F คือ 6 

จะได (9 + 3 + 2 + 4) – 6 = (4 + 5 + 2 + 1) 
  แถว M คาประจําตําแหนงของ M คือ 13 
  จะได (4 + 9 + 8 + 4) – 13 = (6 + 1 + 0 + 5) 
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 พิจารณาแถว ? 
  (2 + 6 + 4 + 8) – ? = (3 + 1 + 2 + 4) = 10 
  จะได ? อยูในตําแหนงที่ 10  
 ดังนั้น  ? คือ  J 
  
ปริศนา 16 
เฉลย     ?  คือ  6 
 เหตุผล  
สํานวนที่ 1   ในแตละรูปดาว ผลบวกของจาํนวนสามจํานวนที่หวัและแขนของ ดาวจะมีคาเทากับ

จํานวนที่มีตัวเลขอยูในตําแหนงที่ขาทั้งสองของดาว 
 เชน  7 + 10 + 11 = 28 
  9 + 15 + 2   = 26 
 จะได 20 + 4 + 22 = 46 = 4 ? 
 ดังนั้น  ?  คือ  6 
สํานวนที่ 2   ในแตละรูปดาว ถานําสามจํานวนขางบนมาเขียนเรียงกันแลวหาผลบวกจนเปนเลขโดด จะ

เทากับเลขโดด ที่ไดจากผลบวกของสองจาํนวนขางลาง 

 เชน   10711 → 1 + 0 + 7 + 1 + 1 = 10 → 1 + 0 = 1  

   และ 2 + 8 = 10 → 1 + 0 = 1 

   1592 → 1 + 5 + 9 + 2 = 17 → 1 + 7 = 8 และ 2 + 6 = 8 

 จะได 42022 → 4 + 2 + 0 + 2 + 2 = 10 → 1 + 0 = 1 

  และ 4 + ? → 1 

 จาก 4 + ? → 1 พบวา 4 + 6 = 10 → 1 + 0 = 1 
ดังนั้น  ?  คือ  6 
  

ปริศนา 17 
เฉลย 1   ?  คือ  N 
 เหตุผล คาของตัวอักษรที่มุมยอดของรูปสามเหลี่ยม จะเทากับผลตางของคาของตัวอักษรที่ฐาน
ทั้งสองของรูปสามเหลี่ยม ดังนี้ 
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ตําแหนง รูปที่ 1 รูปที่ 2 รูปที่ 3 
มุมยอด 
ฐาน(1) 
ฐาน(2) 

E = 5 
O = 15 
J = 10 

I = 9 
U = 21 
O = 12 

G = 7 
U = 21 
? = 14 = N 

เฉลย 2   ?  คือ  Z 
เหตุผล  ผลรวมคาของตัวอักษรในรูปสามเหลี่ยมที่ 1 หารดวย 6   ไดผลลัพธเปน 5 
 ผลรวมคาของตัวอักษรในรปูสามเหลี่ยมที ่2 หารดวย 6   ไดผลลัพธเปน 7 
 ผลรวมคาของตัวอักษรในรปูสามเหลี่ยมที ่3 หารดวย 6   ไดผลลัพธเปน 9 

รูปที่ 1 รูปที่ 2 รูปที่ 3 
E + O + J 
= 5 + 15 + 10 
= 30 

ซ่ึง 6
30 = 5 

I + U + O 
= 9 + 21 + 12 
= 42 

ซ่ึง 6
42 = 7 

G + U + ? 
= 17 + 21 + ? 
= 28 + ? 

ซ่ึง 6
?  28+ = 9 

จึงได ? = 26 
ดังนั้น   ? คือ  Z 
   

ปริศนา 18 
เฉลย 1   ?  คือ  9 
 เหตุผล ผลบวกของจํานวนที่อยูในสวนของวงกลมที่มตีําแหนงตรงกนั ของวงกลมริมทั้งสอง
จะเทากบัจํานวนที่อยูในสวนของวงกลม วงกลางที่มีตําแหนงตรงกันกับจํานวนที่บวกกนั 

ซ่ึงจะได  2 + 8 = 10 , 9 + 4 = 13 , 3 + ? = 12 
 ดังนั้น ?  คือ 9 
เฉลย 2   ?  คือ  2 หรือ 9 
 เหตุผล ผลบวกของจํานวนในแตละวงกลมจะหารดวย 7 ลงตัว   สําหรับวงกลมริมทัง้สองนั้น 
จํานวนในแตละสวนของวงกลมตองเปนเลขโดด ดังนี ้
 2 + 9 + 3 = 14   หารดวย 7 ลงตัว 
 10 + 13 + 12 = 35 หารดวย 7 ลงตัว 
 8 + 4 + ?  หารดวย 7 ลงตัว 
 ดังนั้น 8 + 4 + ? = 14 จะได  ? คือ 2 ซ่ึงเปนเลขโดด 
 หรือ 8 + 4 + ? = 21 จะได  ? คือ 9 ซ่ึงเปนเลขโดด 
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ปริศนา 19 
เฉลย 1   ?  คือ  0 
 เหตุผล ในกากบาทแตละรูป      จํานวนทีเ่ปนเลขสองหลักดานบนของกากบาท บวกกับจํานวน
ตรงกลางจะได จํานวนที่อยูดานลางของกากบาทนั้นๆ 

นั่นคือ 24 + 6 = 30 28 + 4 = 32 33 + 7 = 4 ? = 40 
ดังนั้น ?  คือ 0 

เฉลย 2   ?  คือ  6 
 เหตุผล ผลบวกของจํานวนที่เปนเลขโดด   ในกากบาทแตละรูปจะหารดวย 4  แลวเหลือเศษ 3  
และผลบวกเหลานั้นตองตางกันดวย 
 นั่นคือ 2 + 4 + 6 + 3 + 0 = 15  ซ่ึง 15 หารดวย 4 เหลือเศษ 3 
  2 + 8 + 4 + 3 + 2 = 19  ซ่ึง 19 หารดวย 4 เหลือเศษ 3 
  3 + 3 + 4 + 7 + ? = 17 + ? ซ่ึง 17 + ? หารดวย 4 เหลือเศษ 3 
 นั่นคือ 17 + 6 = 23   ซ่ึง 23 หารดวย 4 เหลือเศษ 3 

ดังนั้น ?  คือ 6 
หมายเหตุ กรณีนี้ ? คือ 2 ไมได เพราะจะทาํให 17 + 2 = 19  มีคาเทากับผลบวกของจํานวนใน

กากบาทที่ 2 
  

ปริศนา 20 
เฉลย 1   ?  คือ  4 
 เหตุผล ในแตละหลัก ผลบวกของจํานวนคูเทากับผลบวกของจํานวนคี ่
 ดังนี ้

หลักที่ 1 หลักที่ 2 หลักที่ 3 หลักที่ 4 
6 + 6 = 5 + 7  4 + 8 = 9 + 3 6 + 10 = 11 + 5 10 + ? = 7 + 7 

 ดังนั้น ?  คือ 4 
เฉลย 2   ?  คือ  8 
 เหตุผล ผลบวกของจํานวนในหลักที่ 1 กับหลักที่ 2  มีคาเทากัน และผลบวกของจํานวนใน  

หลักที่ 3 กับหลักที่ 4 มีคาเทากัน  
ดังนี ้
หลักที่ 1 = หลักที่ 2 หลักที่ 3 = หลักที่ 4 

5 + 6 + 6 + 7 = 9 + 4 + 3 + 8 6 + 11 + 10 + 5 =7 + 10 + 7 + ? 
 ดังนั้น ?  คือ 8 
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ปริศนา 21 
เฉลย และเหตุผล  
 

   รูปเดิมมีพื้นที่  2
4  3×  =  6 ตารางหนวย 

   รูปใหมมีพื้นที ่ 6 – 3 =  3 ตารางหนวย 
 
  
 
ปริศนา 22 
เฉลย     ?  คือ  12 
 เหตุผล 
สํานวนที่ 1  ในแตละรูป เมือ่เร่ิมตนจากจาํนวนในรูปสี่เหล่ียมมุมบนซายเคลื่อนที่แบบตามเข็มนาฬกิา 

คาของจํานวนจะเพิ่มขึน้เปน 3 และ 4 ทุกรูป  ดังนี ้
รูปที่ ลําดับ 

1 
2 
3 
4 

    3 → 6   → 10     เพิ่มขึ้น 3 และ 4 

    2 → 5   → 9       เพิ่มขึ้น 3 และ 4 

    7 → 10 → 14     เพิ่มขึ้น 3 และ 4 

    5 → 8   → ?       เพิ่มขึ้น 3 และ 4 
ดังนั้น ?  คือ 12 

สํานวนที่ 2  ในแตละรูป สองเทาของจํานวนในรูปสี่เหล่ียม มุมบนขวานอยกวาผลบวกของจํานวนใน
รูปสี่เหล่ียมที่เหลืออยู 1 ดังนี้ 

รูปที่ สมการ 
1 (2 × 6) + 1   = 10 + 3  
2 (2 × 5) + 1   = 9 + 2 
3 (2 × 10) + 1 = 14 + 7 
4 (2 × 8) + 1   = ? + 5 

ดังนั้น ?  คือ 12 
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ปริศนา 23 
เฉลย     ?  คือ  R 
 เหตุผล 
สํานวนที่ 1  คาของตัวอักษรที่อยูในวงกลม ชองเวนชอง สองชุด  

ชุดแรกมีคาเพิม่ขึ้น 6   ชุดทีส่องมีคาเพิ่มขึ้น 5 ดังนี ้

ชุดที่ 1 
I → O → U → A 
9       15       21       27 

(A มีคาเปน 1 รอบตอไปคือ 27) 

ชุดที่ 2 
H → M → ? → W 
8        13       18       23 

จะได ? = 18 

ดังนั้น ?  คือ R 
สํานวนที่ 2  คาตัวอักษรจะเพิ่มขึ้นทีละคู โดยเพิ่มจาก 1 เปน 2 เปน 3 และเปน 4 ดังนี้ 

  H → I  M → O    ? → U   W → A 
  8        9 13       15 18     21 23       27 
                                          

     1                     2                     3                       4 
 จึงได     ? = 18 
 ดังนั้น ?  คือ R 
  
ปริศนา 24 
เฉลย และเหตุผล  
 

 
 
 จัตุรัสกลนี้มีผลบวก ในแตละแนวเทากับ 15  คากลางของเลขโดด 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9  
คือ 5 กําหนดไวในวงกลมกลาง วงกลมที่แรเงาและมีตวัเลขระบุไวเปนตวัเลขที่กําหนดสวนที่เหลือใน
แตละแนวจึงเติมตัวเลขใหครบ 15 จะได ผลตามตองการ 
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หนวยท่ี 9 
ลําดับของจํานวนเชิงรูปเรขาคณิต 

 
ตอนที่ 9.1 ลําดับของจํานวนเชิง รูปสามเหลี่ยม และจํานวนเชิงรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส 
ตอนที่ 9.2 ลําดับของจํานวนเชิงรูปพีรามิด ฐานรูปสามเหลี่ยมดานเทา และฐานรูป 

สี่เหลี่ยมจัตุรสั 
ตอนที่ 9.3 ความสัมพันธระหวางจํานวนเชิงรูปเรขาคณิต 
 
แนวคิด 1. แบบรูปทางคณิตศาสตร เปนรูปธรรมที่ส่ือใหเกิดกระบวนการทางความคิดไดอยาง 

สรางสรรค และมีเสรีภาพนาํไปสูปฏิบัติการทางคณิตศาสตรเพื่อสรางองคความรูใหม 
พัฒนาความรูใหกวางและลึกซึ้งขึ้น ทําใหมกีารพัฒนาการในกระบวนการแกปญหาที่ด ี

2. ลําดับของจํานวนเชิงรูปเรขาคณิตเปนแบบรูปหนึ่งทางคณิตศาสตรประกอบดวย ลําดับ
ของจํานวนเชงิรูปสามเหลี่ยม รูปสี่เหล่ียม และพีรามิด เปนตน 

3. จาํนวนเชิงรูปเรขาคณิตสามารถเขียนเปน ผลบวกของจํานวนและรูปทั่วไปได 
นอกจากนี้ จํานวนเหลานีย้ังมีความสัมพันธกันได หลากหลายรูปแบบ 

 
วัตถุประสงค   

เมื่อศึกษาหนวยที่ 9 จบแลว นักเรียนสามารถ 
1. สรางรูปเรขาคณิตที่เกีย่วของกับ จํานวนเชิงรูปเรขาคณิตได 
2. หาคาของจาํนวนเชิงรูปเรขาคณิตได 
3. หาความสัมพันธหระหวางจํานวนเชิงรูปเรขาคณิตได 
4. ใชสัญลักษณ ∑ ที่เกี่ยวของกับจํานวนเชิงรูปเรขาคณิตได 

 
กิจกรรมระหวางเรียน 

1. อาจารยอธิบายความหมายของรูปแบบทางคณิตศาสตร ลําดับของจํานวนเชิงรูป
เรขาคณิต พรอมทั้งใหตวัอยางลําดับของจํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยม จํานวนเชิงรูป
ส่ีเหล่ียมจัตุรัส จํานวนเชิงรูปพีรามิดฐานรูปสามเหลี่ยมดานเทา และฐานรูปสี่เหล่ียม
จัตุรัส 

2. นักเรียนอภปิรายความสัมพันธระหวางจาํนวนเชิงรูปเรขาคณิต ทั้งความสัมพันธจาก
ผลบวก และความสัมพันธจากรูปทั่วไป 

3. นักเรียนทํากิจกรรมตามตวัอยาง และแบบฝกหัดเพื่อหาผลบวกของจาํนวน และรูป
ทั่วไปของจํานวนเชิงรูปเรขาคณิต 
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สื่อการสอน 
1. เอกสารการสอน 
2. แบบฝกปฏิบัติ 
3. เครื่องฉายขามศีรษะ 

 
ประเมินผล 

ประเมินผลจากแบบฝกหดัและการทดสอบ 
 

 
 
 
เร่ืองท่ี 9.1.1 ลําดับของจํานวนเชิงรปูสามเหลี่ยม 
 1. ลําดับของจํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยม 
  เมื่อเขียนจดุ • ใหเรียงตัวกันเปนรูปสามเหลี่ยมจะได จํานวนจุดทีแ่ทนจํานวนเรียงตวั
เปนลําดับดังนี ้
            .          .   . .     .  . .   . . .    . . .  . . .  . . . .   . . . . . .  . . . . . . . . . 
จํานวน 1 3  6    10  5 
ลําดับที่ 1 2  3    4  5  ...  n 
ไดลําดับของจาํนวนเชิงรูปสามเหลี่ยม คือ 1, 3, 6, 10, 15,…, 2

1 n ( n + 1 ) 
ทําไมจํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยมลําดับที่ n มีรูปทั่วไป  คือ 2

1 n ( n + 1 ) 
รูปทั่วไปนี้อาจแสดงเหตุผลประกอบไดดงันี้ 
ถาเขียนจุดเรียงกันเปนรูปสี่เหล่ียมผืนผาขนาด 4 × 5 จุด แลวแบงเปนจาํนวนเชิงรูปสามเหลี่ยม
ลําดับที่ 4 จะไดสองรูปดังนี ้

 
จะพบวาจํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยม ลําดับที ่4 คือ 10 และ 10 = 2

5x  4   

ทํานองเดียวกนั ถาเขียนจดุเรียงกันเปนรูปสี่เหล่ียมผืนผาขนาด n × (n+1) จุด  จะแบงจํานวนเชิงรูป
สามเหลี่ยมลําดับที่ n ได สองรูป 
 

ตอนที่ 9.1 ลําดับของจํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยม และจํานวนเชิงรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส 
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 จึงได จํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยมลําดับที่ n คือ 2
1 n(n+1) 

ถาแทนจํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยมลําดับที่ n ดวย ∆ nจะได 
∆1 = 1     ∆2 = 3     ∆3 = 6     ∆4 = 10     ∆5 = 15     ∆n = 2

1 n(n+1) 
 

2. ผลบวกจํานวนนับ n จํานวนแรก 1 + 2 + 3 + ... + n (เขียนแทนดวย ∑
=

n

1i
i  อานวา ซิกมาไอ 

 เมื่อไอมีคาตั้งแตหนึ่งถึงเอน็) 

                                         
 จํานวน 1 

 
1+2 = 3 

 
1+2+3 = 6 

 
 1+2+3+4 =   10 

 1+2+3+4+5 =  15 

 ผลบวก ∑
=

=
1

1i
1i  

∑
=

=
2

1i
3 i

 
∑
=

=
3

1i
6 i  ∑

=
=

4

1i
10i  ∑

=
=

5

1i
15i  

∆n ∆1 ∆2 ∆3 ∆4 ∆5 
  

 
แบบฝกหัด 9.1 

 
1. จงหาคาของ ∆n และคาของจํานวนที่กําหนดดังตอไปนี้ 
 (1)  ∆10  ,  ∆11  ,  ∆99  ,  ∆100  และ ∆101 

  (2)  ∆9+10 ,  ∆10+11 ,  ∆98+99 ,  ∆99+100 และ ∆100+101 
 (3)  ∆1+∆2    ,  ∆2 +∆3  ,  ∆3 +∆4  ,  ∆99+ ∆100 

 
2. จงหาความสัมพันธระหวาง ∆n-1 , ∆n , n และ n2 เมื่อ n เปนจํานวนเต็มบวกที่มากกวา 1 
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เร่ืองท่ี 9.1.2  ลําดับของจํานวนเชิงรปูสี่เหลี่ยมจัตุรัส 
 1. ลําดับของจํานวนเชิงรูปสี่เหล่ียมจัตุรัส 
  เมื่อเขียนจดุใหเรียงตวักันเปนรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสจะไดจาํนวนจุดทีแ่ทนจํานวนจะเรยีง
ตัวเปนลําดับดงันี้ 

                       
จํานวน      1 4 9             16 25  
ลําดับที่     1  2 3 4 5  ...  n 
ไดลําดับของจาํนวนเชิงรูปสี่เหล่ียมจัตุรัส คือ 1, 4, 9, 16, 25, …, n2 
ไดลําดับของจาํนวนเต็มบวกที่ยกกําลังสองหรือลําดับของ n2 คือ  
 
12, 22, 32, 42, 52,…, n2 ถาแทนจํานวนเชิงรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสที่ n ดวย  n จะได 

 1 = 12    2 = 22    3 = 32   4 = 42   5 = 52  และ  n = n2 

 

 2. ผลบวกของจํานวนคี่บวก n จํานวนแรก 1 + 3 + 5 + 7 + ... + (2n – 1)   
 จากจํานวนเชิงรูปสี่เหล่ียมจัตรัุสเมื่อพิจารณาแนวหักเปนมมุฉาก(  )จะพบการเรียงตวัของจุด
เพิ่มขึ้นเปนลําดับของจํานวนคี่ ดังรูป 

 
            1      1+3 = 4    1+3+5=9   1+3+5+7=16   1+3+5+7+9=25  
                   1=12  1+3 = 22   1+3+5=32   1+3+5+7=42   1+3+5+7+9=52 
สอดคลองกันกับรูปทั่วไปทีว่าผลบวกของจํานวนบวกคี่ n จํานวนแรกเทากับ n2  
นั่นคือ 1+3+5+...+(2n-1)= n2  

ซ่ึง 1+3+5+...+(2n-1) เขียนในรูปซิกมาไดเปน ∑
=

−
n

1i
1)(2i อานวา ซิกมาของสองไอลบหนึ่งเมื่อ 

ไอมีคาตั้งแตหนึ่งถึงเอ็น  

จึงได  n = n2 = ∑
=

−
n

1i
1)(2i  
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แบบฝกหัด 9.2 
 

1. จงเขียน  n ในรูปผลบวกของจํานวนคีบ่วก n จํานวนแรกจาก  n ตอไปนี ้
         3 ,  5 ,  7 ,  10 ,  21  และ   25    
2. จงศึกษาแบบรูปของ n2  และ n3  ดังนี ้

     1   = 12      1   = 13 

         1 + 3   = 22   3 + 5  = 23 
       1 + 3 + 5  = 32             7 + 9 + 11    = 33 
   1 + 3 + 5 + 7  = 42       13 + 15 + 17 + 19  = 43 
1 + 3 + 5 + 7 + 9  = 52   21 + 23 + 25 + 27 + 29  = 53 
พบวา 13  = 12   =  1    
  13 + 23 = 1 + 3 + 5 =  3    
  13 + 23 + 33 = 1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11 = 62 =  6 

จงเขียน  10 ในรูปของผลบวกกําลังสามของจํานวนนับที่เรียงกัน เร่ิมจาก 13 
3. จงหาความสัมพันธระหวาง  n-1,  n , n และ n2 เมื่อ n เปนจํานวนเต็มบวกที่มากกวา 1 
4. พิจารณาแบบรูปลําดับของการบวกตอไปนี้ 
                1    = 1     = 12 

                  1 + 2 + 1    = 4    = 22 
            1 + 2 + 3 + 2 + 1            = 9  = 32 

      1 + 2 + 3 + 4 + 3 + 2 + 1  = 16        = 42 
1 + 2 + 3 + 4 +5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 25      = 52 

         •     •    • 

         •     •    • 

         •     •    • 

 
จะพบวา 1 +2+3+…+ ( n –1 ) + n + ( n –1 ) + … +3 + 2 +1 = n2 
ถาเรียกการบวกลักษณะนีว้า  “การบวกแบบขั้นบันได”  และเรียกผลบวกที่ไดวาจํานวนขั้นเชิง
บันได เขยีนแทนดวย  n  จะพบวา    n =  n 
จงหาความสัมพันธระหวาง n-1 , n ,  n  และ n2  เมื่อ n เปน จํานวนเต็มบวกที่มากกวา 1 
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เร่ืองท่ี 9.2.1  ลําดับของจํานวนเชิงพีรามิดฐานรูปสามเหลี่ยมดานเทา 

1. ลําดับของจํานวนเชิงพีรามิดฐานรูปสามเหลี่ยมดานเทา 
ถาวางลูกกลมใหเปนพีรามิดฐานรูปสามเหลี่ยมดานเทา จะไดจํานวนลูกกลมแทนจํานวนที่เรียงตัว

กันเปนลําดับดังนี้ 

                  
จํานวน      1   4       10        20         35 
ลําดับที่     1   2         3         4           5 ... n 
ไดลําดับของจาํนวนเชิงพีรามิดฐานรูปสามเหลี่ยมดานเทา คือ 1, 4, 10, 20, 35, …, 6

1 n ( n+ 1 )( n +2 ) 
ทําไมจํานวนเชิงพีรามิดฐานรูปสามเหลี่ยมดานเทา ลําดับที่ n มีรูปทั่วไปคือ 6

1 n ( n+ 1 )( n +2 )  
ในการสรางจํานวนเชิงพีรามดิฐานรูปสามเหลี่ยมดานเทาลําดับที่ n จะพบวา เร่ิมแรกการสรางฐาน 

จะสรางเปนรูป ∆n กอน แลวสรางชั้นตอไปเปนรูป ∆n-1 ช้ันสูงขึ้นเปน ∆n-2 จนชั้นสุดทายคือ ∆1 =1 
รูปทั่วไปอาจแสดงเหตุผลประกอบไดดังนี ้ 
ถาแทนจํานวนเชิงพีรามิดฐานรูปสามเหลี่ยมดานเทา ลําดับที่ n ดวย ∆n จะได 

1  = ∆1 = 1 
2  = ∆1 + ∆2  = 1 + 3 = 4 
3  = ∆1 + ∆2 + ∆3   = 1 + 3 + 6 = 10 
4  = ∆1 + ∆2 + ∆3 + ∆4   = 1 + 3 + 6 + 10 = 20 
5  = ∆1 + ∆2 + ∆3 + ∆4 + ∆5 = 1 + 3 + 6 +10 + 15 = 35 

พิจารณา 4  = 1 + 3 + 6 + 10 
จะได  4  = 1 + (1+2) + (1+2+3) + (1+2+3+4) 
หรือ  4  = 1 + (2+1) + (3+2+1) + (4+3+2+1) 
หรือ  4  = 4 + (3+3) + (2+2+2) + (1+1+1+1) 
เมื่อบวกตามแนวตั้งจะได  3 4  = (1+1+4) + (1+2+3) + (2+1+3) + (1+3+2) + (2+2+2) + (3+1+2)   

  + (1+4+1) + (2+3+1) + (3+2+1) + (4+1+1) 
               = 6 +6 +6 +6 +6 +6 +6 +6 +6 +6 
 

 

ตอนที่ 9.2  ลาํดับของจํานวนเชิงพีรามิดฐานรูปสามเหลี่ยมดานเทา และ  
                  ฐานรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส 
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         = 10 × 6 
         = (1+2+3+4 ) × (4+2) 
      3 4  = ∆4 ( 4+2 ) 
 
ถาเขียน 4  ในแบบรูปการบวกจะเขียนดังนี ้

4  =  
   

 
 
 
 
 

 

และ 
 

= 
 

× 6   = (1+2+3+4) × (4+2) 

  
ทํานองเดียวกนัจะได  3 5  = ∆5  (5 + 2) 
    3 n  = ∆n  (n + 2) 
   ดังนั้น   n  = 3

1 ∆n  (n + 2) 
            = 6

1
 n (n + 1)(n + 2) 

2. ผลบวกของจํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยม (เขียนแทนดวย ∑
=

n

1  i
i∆  อานวา ซิกมารูปสามเหลี่ยมไอ

เมื่อไอมีคาตั้งแตหนึ่งถึงเอน็) 
จากจํานวนเชิงพีรามิดฐานรูปสามเหลี่ยมดานเทา จะพบวาการเรียงตัวลูกกลมจากฐานที่

เปนรูปสามเหลี่ยมดานเทาจะซอนกันเปนรูปสามเหลี่ยมดานเทาขึ้นมาเปนชั้นๆ โดยรูปสามเหลี่ยม
ดานเทาชั้นบนจะมีความยาวดานนอยกวา ความยาวดานของรูปสามเหลี่ยมดานเทาชัน้ลางที่ติดกัน
อยู 1 หนวย 

  
 

จะเห็นไดวา 3 4  =  
 

 
+  

 
+  

 
=  
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ถาพีรามิดสูง 5 ช้ันจะพบวา ช้ันที่ 1 ถึงชั้นที่5 จะมีลูกกลมอยูเปนจํานวน 2
6 5⋅ , 2

54 ⋅ , 2
4 3⋅ , 2

3 2 ⋅  และ 

2
2 1⋅  เมื่อเขียนเรยีงใหม จะได 2

2 1⋅ , 2
3 2 ⋅ , 2

4 3⋅ , 2
54 ⋅  และ 2

6 5⋅  

ถานํามาบวกกนัจะได  2
2 1⋅ + 2

3 2 ⋅ + 2
4 3⋅ + 2

54 ⋅ + 2
6 5⋅ = ∆1 + ∆2 + ∆3 + ∆4 + ∆5 

นั่นคือ  ∑
=

5

1   i
∆i = ∆1 + ∆2 + ∆3 + ∆4 + ∆5 

จะได  ∑
=

n

1  i
∆i = ∆1 + ∆2 + ∆3 + ... + ∆n           …(1) 

เนื่องจาก ∆i  = 1+ 2 + 3 + ... + i  …(2) 

  = ∑
=

i

1  j
j  

จาก (1) และ (2) จึงได 

 ∑
=

n

1 i     
∆i = ∑

=

n

1 i   
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑
=

i

1 j  
j  

แต  n  = ∑
=

n

1 i    
∆i 

ดังนั้น  n  = ∑
=

n

1 i ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑
=

i

1j
j  
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ตารางตอไปนีเ้ปนการเปรียบเทียบการหาคา ∑
=

n

1  i  
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑
=

i

1 j  
j  กับ ∑

=

n

1 i    
∆i 

ผลบวกในรูปซิกมาของซิกมา ผลบวกในรูปซิกมาของ ∆i 

   1      = ∑
=

1

1  i ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑
=

i

1  j
j  

                 = ∑
=

1

1  j   
 

                 = 1 

1 = ∑
=

1

1  i
∆i 

         = ∆1 
         = 1 

   2 = ∑
=

2

1i    
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=
∑

i

1 j  
j  

            = ∑
=

1

1  j
j + ∑

=

2

1  j
j  

            = 1 + (1+2) 
            = 4 

2 = ∑
=

2

1    i
∆i 

        = ∆1+ ∆2 
        = 1 + (1+2) 
        = 4 

    3 = ∑
=

3

1  i ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑
=

i

1  j
j  

            = ∑
=

1

1  j
j + ∑

=

2

1 j  
j + ∑

=

3

1  j
j  

            = 1 + (1+2) + (1+2+3) 
            = 10 

3 = ∑
=

3

1  i
∆i 

        = ∆1+ ∆2+ ∆3 
        = 1 + (1+2) + (1+2+3) 
        = 10 

 
นอกจากนี้ เนือ่งจาก  n = 6

1
 n (n + 1)(n + 2) 

และ  n = ∑
n

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑

i

j = ∑
n ( 2

1  i(i +1)) = ∑
n ( 2

1 (i2 + i)) 

จึงได ∑
n

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑

i

j = 6
1

 n (n + 1)(n + 2) 

และ ∑
n ( 2

1 (i2 + i)) = 6
1

 n (n + 1)(n + 2) 

 
 

J = 1 

 J = 1  

 i = 1    i = 1  

 i = 1  

 i = 1  

 i = 1  
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แบบฝกหัด 9.3 
 

1. จงหาคาของ n ดังตอไปนี ้
 6 , 7 , 10 , 50 และ 100  
2. จงเขียน n ในรูป n-1 และ n เมื่อ n เปนจํานวนเต็มบวกมากกวา 1 

3. จงเขียน 4 และ 5 และ 6 ในรูปซิกมาของ ∆i และซิกมาของซิกมา 
 
 
เร่ืองท่ี 9.2.2  ลําดับของจํานวนเชิงพีรามิดฐานรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส 
1.ลําดับของจํานวนเชิงพีรามดิฐานรูปสี่เหล่ียมจัตุรัส 

ถาวางลูกกลมใหเปนพีรามิดฐานรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสจะไดจาํนวนลูกกลมแทนจํานวนที่   
เรียงตัวกันเปนลําดับดังนี้        

        
จํานวน 1 5 14 30 55 
ลําดับที่ 1 2 3 4 5  
ไดลําดับของจาํนวนเชิงพีรามิดฐานรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสคือ 1, 5, 14, 30, 55, .., 6

1
 n (n + 1)(n + 2) 

ทําไมจํานวนเชิงพีรามิดฐานรูปสี่เหล่ียมจัตรัุส ลําดับที่ n มีรูปทั่วไปคือ 6
1

 n (n + 1)(n + 2) 
ในการสรางจํานวนเชิงพีรามดิฐานรูปสี่เหล่ียมจัตุรัส ลําดบัที่ n จะพบวาเริ่มแรกเปนรูป n= n2

จนถึงชั้นสุดทาย คือ 1 = 1 การสรางฐานจะสรางเปนรูป n กอนแลวสรางชั้นตอไปในรปู  n-1 
ช้ันสูงขึ้น ถาแทนจํานวนเชิงพีรามิดฐานรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสดวย n จะได  

1 = 1 , 2 = 1 + 2 , n = 1 + 2 + 3 + ... + n  
รูปทั่วไปนี้ อาจแสดงโดยแบบรูปของจํานวนที่บวกกันดังนี้ 
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                              1    12 
                                       1    2    1   22 
                            1    2    3    2    1   32 
                1    2    3    4    3    2    1  42 
     1    2    3    4          4    3    2    1 
    2    3    4                      4    3    2            
    1   3    4                                  4    3           12        
    2   4                         4           22 
    3                            32 
    4               42 
จากรูปจะพบวา  3   ( 12 + 22 + 32 + 42  )  = 9 ( 1+2+3+4 ) 
        3 4     = 9 ∆4 

                     = (( 2 × 4 ) + 1 )  ∆4       
ทํานองเดียวกนัสําหรับ 5 จะได 

     3 5     = (( 2 × 5 ) + 1 )  ∆5        
และ      3 n     = ( 2n + 1)  ∆n              
                     = ( 2n + 1) 2

1  n(n+1)    
          n     = 6

1
 n (n + 1)(2n + 1)  

2. ผลบวกของกําลังสองของจํานวนนับ n จํานวนแรก (เขียนแทนดวย ∑
=

n

1i
2i  อานวา ซิกมาไอกําลัง

สองเมื่อไอมีคาตั้งแตหนึ่งถึงเอ็น)  
 จากจํานวนเชิงพีรามิดฐานรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสจะพบวาการเรยีงตัวลูกกลมจากฐานที่เปนรูป        
ส่ีเหล่ียมจัตุรัส จะซอนกนัเปนรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสขึ้นมาเปนชั้นๆ โดยรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสชั้นบนจะมี
ความยาวดานนอยกวาความยาวดานของรปูสี่เหล่ียมจัตุรัสชั้นลางที่ติดกันอยู 1 หนวย 
 ถาพีรามดิสูง 5 ช้ันจะพบวา ช้ันที่ 1 ถึงชั้นที่ 5 จะมีลูกกลมเปนจํานวน52 , 42 , 32 , 22 และ 12 เมื่อ
เขียนเรยีงใหมจะได 12 , 22 , 32 , 42 , 52 
 ถานํามาบวกกนัจะได 12 + 22 + 32 + 42 + 52 = 55 
 จํานวนเชิงพีรามิดฐานรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสคิดตามความยาวดานฐานไดดงันี้ 
 ฐาน 1 หนวย เทากับ 1 
 ฐาน 2 หนวย เทากับ 12 + 22 = 5 
 ฐาน 3 หนวย เทากับ 12 + 22 + 32 = 14 
 

12 

22 
32 
42 

12 

22 
32 
42 
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 ฐาน 4 หนวย เทากับ 12 + 22 + 32 + 42  = 30  
ฐาน 5 หนวย เทากับ 12 + 22 + 32 + 42 + 52 = 55  

จะได 1 = ∑
=

1

1i
2i = 12  = 1 

 2  = ∑
=

2

1i
2i = 12  + 22 = 5 

 3 = ∑
=

3

1i
2i = 12 + 22 + 32 = 14 

 4 = ∑
=

4

1i
2i = 12 + 22 + 32 + 42  = 30 

 5 = ∑
=

5

1i
2i = 12 + 22 + 32 + 42 + 52 = 55 

และ n = ∑
=

n

1i
2i = 6

1
 n (n + 1)(2n + 1) 

 
 

แบบฝกหัด 9.4 
 
1. จงหาคา n ดงัตอไปนี ้
 6 , 7 , 10 , 50 และ 100 
2. จงเขียน n ในรูป n-1 และ n เมื่อ n เปนจํานวนเต็มบวกมากกวา 1 
 
 
 
 
เร่ืองท่ี 9.3.1 ความสัมพันธ ระหวางจํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยม จํานวนเชิงรปู 
สี่เหล่ียมจัตุรัสและ จํานวนเชิงขั้นบนัได 
1. ความสัมพันธจากผลบวก 
ถาให      ∆n  เปนจํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยมลําดับที่ n (กําหนด ∆0 = 0  ) 
 n  เปนจํานวนเชิงรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสลําดับที่ n (กําหนด 0 = 0  ) 

n เปนจํานวนเชิงขั้นบันได (กําหนด 0 = 0) 
จะได ∆n = 1+2+3+ … + n 

ตอนที่ 9.3  ความสัมพันธ ระหวางจํานวนเชิงรูปเรขาคณิต 
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  n = n2 = 1+3+5+ … + (2n – 1) 
  n= n2 = 1+2+3+ … + (n – 1) + n + (n – 1) + … + 3+ 2 + 1 
   = (1+2+3+ … + (n – 1) + n) + (1+2+3+ … + (n – 1)) 
   = ∆n + ∆n – 1  
ดังนั้น n = n = ∆n + ∆n-1 
 
2. ความสัมพันธจากรูปทั่วไป 
 จากรูปทั่วไปของ ∆n = 2

1 n(n+1) 
  และ  ∆n-1 = 2

1  (n – 1) n 
 จะได ∆n + ∆n-1 = 2

1 n(n+1) + 2
1  (n – 1) n 

 = 2
1  (n(n+1) + (n – 1) n) 

 = 2
1  (n2 + n + n2 – n) 

 = n2 
 = n = n 
 ดังนั้น n = n = ∆n + ∆n-1 
 
เร่ืองท่ี 9.3.2 ความสัมพันธระหวางจํานวนพีรามิดฐานรปูสามเหลี่ยมดานเทา และจํานวนพีรามดิ
ฐานรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส 
1. ความสัมพันธจากผลบวก 
  ถาให n  เปน จํานวนเชิงพีรามิดฐานรูปสามเหลี่ยมดานเทา ลําดับที่ n (กําหนด 0 = 0 ) 
             n  เปน จํานวนเชิงพีรามิดฐานรูปสี่เหล่ียมจัตุรัส ลําดับที่ n (กําหนด 0 = 0 ) 
  จะได     n = ∆1 + ∆2 + ∆3 + ... + ∆ n 

        n = 1 + 2 + 3 + ... + n 
พิจารณา n = 1 + 2 + 3 + ... + n 

               = (∆0 + ∆1) + (∆1 + ∆2) + (∆2 + ∆3) + … + (∆n-2 + ∆ n-1) + (∆n-1 + ∆n) 
               = (∆0 + ∆1 + ∆2 + … + ∆n-1 ) +  (∆1 + ∆2 + ∆3 + … + ∆n) 
               = n-1 + n 

 ดังนั้น n  = n-1 + n 
 นอกจากนี้ n = n-1 + ∆n และ n-1 = n – ∆n 
 จะได  n  = n-1 + n-1 + ∆n 

   = 2 n-1 + ∆n 



 190 

 จาก n  = 2 n-1 + ∆n  และ n-1 = n – ∆n 
 จะได n  = 2 n – 2∆n + ∆n 
   = 2 n – ∆n 
2. ความสัมพันธจากรูปทั่วไป 
 จากรูปทั่วไป ของ n  = 6

1
 n (n + 1)(n + 2) 

  และ n-1  = 6
1  (n – 1) n(n + 1) 

 จะได n + n-1  = 6
1

 n (n + 1)(n + 2) + 6
1  (n – 1) n(n + 1) 

    = 6
1

 n (n + 1) ((n + 2) + (n – 1)) 
    = 6

1
 n (n + 1) (2n + 1) 

    = n 
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แบบฝกหัด 9.5 
 

ให n แทนจํานวนเชิงลูกบาศกลําดับที่ n กําหนดโดย n = n3  

และ ∑
=

n

1   i
i = 1 + 2 + 3 + … + n  

   = 13 + 23 + 33 + … + n3  

   = ∑
=

n

1i
3i  

 
พิจารณา แบบรูปตอไปนี้ 
          1     = 13     
            3 + 5   = 23   
         7 + 9 + 11    = 33 
    13 + 15 + 17 + 19  = 43   
21 + 23 + 25 + 27 + 29 = 53  
จะเห็นวา 13 + 23 + 33 + 43 + 53 = 1 + 3 + 5 +…+ 29 
                                                      

ผลบวกจํานวนคี่บวก 15 จํานวนแรก ซ่ึงผลบวกจํานวนคี่บวก n 
จํานวนแรกเทากับ n2 

ดังนั้น 13 + 23 + 33 + 43 + 53 = 152 

และ 15 = ∆5 
จึงได 13 + 23 + 33 + 43 + 53 = (∆5)2 

ในทํานองเดียวกันจะได  
13 + 23 + 33 + 43 + 53 + 63 = (∆6)2 
นอกจากนี ้ 13 + 23 + 33 + ... + n3 = (∆n)2 

1. จงแสดงวา ∑
=

n

1i
3i = ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∑
=

n

1i
i 2 = 4

1
 n4 + 2

1
 n3 + 4

1
 n2 

2. จงแสดงวา n = n (∆n-1 + ∆n)  
3. จงเขียน n – n   ใหมีผลลัพธในรูปที่มี  n , ∆n-1  และ ∆n  ปรากฏ 
4. จงเขียน n – n ใหมีผลลัพธในรูปที่มี n และ ∆i ปรากฏเมื่อ   i = 1, 2,…, n 
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หนวยท่ี 10 
คณิตศาสตร กับ ICT 

 
ตอนที่ 10.1  ลําดับฟโบนักชี (Fibonacci Sequences) 
ตอนที่ 10.2  เรขาคณิตสาทิสรูป (Fractal Geometry) 
ตอนที่ 10.3  นักคณิตศาสตร (Mathematicians) 
 

แนวคิด การศึกษาคณิตศาสตรใหลึกซึ้งขึ้นจากเอกสารตําราที่มีอยูได วิธีหนึ่ง คือการศึกษาจาก internet 
โดยสืบคนจาก Web sites ตางๆ สําหรับเรื่องลําดับฟโบนักชี เรขาคณติสาทิสรูป และนัก
คณิตศาสตรไมมีการเรียนการสอนในหลกัสูตรมัธยมปลายของประเทศไทย วิธีการศึกษาดวย
ตนเองที่ดีที่สุดวิธีหนึ่ง คือการศึกษาจาก internet 

 
วัตถุประสงค   
 เมื่อศึกษาหนวยที่ 10 แลวนักเรียนสามารถ 
 1. สืบคนขอมูลจาก internet ได 
 2. บอกประวัตทิี่มาและบทนยิามของ ลําดับฟโบนักชีได 
 3. บอกประวัตทิี่มาและ สรางรูปเรขาคณิตสาทิสรูปอยางงายได 

4. บอกประวัตเินื้อหาวิชาคณติศาสตร และนักคณิตศาสตรพรอมผลงานที่สนใจได 
 5. ซาบซึ้งคณิตศาสตรที่ปรากฏในธรรมชาติ 
 6. นําลําดับฟโบนักชี และเรขาคณิตสาทิสรูปไปบูรณาการได 
 

    กิจกรรม   ใหนกัเรียนสืบคนขอมูลที่กําหนดจาก Web sites ทําบนัทึกยอบนแผนโปสเตอร พรอมทั้ง
รายงานสมบูรณ 1 เลม 

 
สื่อการสอน 1. คอมพิวเตอร ที่มี internet 
 2. เครื่องพิมพขอมูลจาก internet 

 3. แผนโปสเตอร 
 
 ประเมินผล  ประเมินผลจากขอมูลที่สืบคนมาได 
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การสืบคน " ลําดับฟโบนักชี " สืบคนขอมูลไดจากหลาย Web sites เชน 

http://www.mcs.surrey.ac.uk/Personal/R.Knott/Fbonacci/fibBio.html 
 http://faculty.evansville.edu/ck6/bstud/fibo.html 
 http://www.andrews.edu/~colkins/math/biograph/199899/biofibo.htm             
 http://www.geocities.com/cyd_conner/nature.html  
 เมื่อสืบคนแลวศึกษาเรื่องตอไปนี ้
 1. ความเปนมา และบทนยิามของลําดับฟโบนักช ี
 2. ประวัติของนักคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกบัลําดับฟโบนักชี 
 3. ลําดับฟโบนักชีในธรรมชาติ 
 4. การประยุกตของลําดับฟโบนักช ี
 5. Web sites และเรื่องอื่นๆ ที่นาสนใจเกี่ยวกับลําดับฟโบนักชีเขียนหวัขอทั้ง 5 เปนรายงาน 
 
 
 
 การสืบคน" เรขาคณิตสาทิสรูป " สืบคนขอมลูไดจาก Web sites เชน 
 http://www.crystalinks.com/fractal.html 
 http://math.bu.edu/DYSYS/FRACGEOM2/FRACGEOM2.htm 
 http://classes.yale.edu/99-00/math190a/ 
 http://members.aol.com/dcrolf/maths/fractals.htm 
  
 เมื่อสืบคนแลวศึกษาเรื่องตอไปนี ้
 1. เรขาคณิตสาทิสรูปคืออะไร 
 2. การสรางรูปสามเหลี่ยม Sierpinski 
 3. การสรางเกร็ดหิมะ Koch 
 4. รูป Mandelbrot set และรูป Julia set 
 5. ออกแบบเรขาคณิตสาทิสรูปของตนเอง 
 6. Web site และเรื่องอื่นๆ ที่นาสนใจเกี่ยวกับเรขาคณิตสาทิสรูป 
 เขียนหวัขอทั้ง 6 เปนรายงาน 
 
 
 

 ตอนที ่10.2  เรขาคณิตสาทิสรูป (Fractal Geometry) 

ตอนที่ 10.1  ลําดับฟโบนักช ี(Fibonacci Sequences) 
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 การสืบคนประวัติ และผลงานของนักคณิตศาสตร สืบคนไดจา  ก Web sites เชน 
 http://www.yahoo.com/Science/Mathematics/History/Mathematics 
 http://www-groups.des.st-andrew.ac.uk/~history/ 
 http://forum.swarthmore.edu/~steve/steve/mathhistory.html 
 http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Day-files/Year.html 
 http://dimacs.rutgers.edu/~judyann/calendar/Calendar.html 
 เมื่อสืบคนแลวศึกษาเรื่องตอไปนี ้
 1. นักคณิตศาสตรที่มีช่ือเสียง 6 คน ชาย 3 คน หญิง 3 คน 
 2. นักคณิตศาสตรที่นักเรียนชอบนอกเหนอืจาก 6 คนแรก อีก 4 คน 
 3. ผลงานที่นาสนใจของนักคณิตศาสตร 
 4. ประวัติผลงาน และแผนทีบ่านเกิดของนกัคณิตศาสตรที่มีวันเกิดตรงกับวันเกิดของนักเรียน 
 เขียนหวัขอทั้ง 4 เปนรายงาน 
 

ตอนที่ 10.3 นักคณิตศาสตร 
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