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คํานํา 
 

หลักสูตรเพ่ิมพูนประสบการณ (Enrichment Program)  เปนหลักสูตรที่จัดขึ้นสําหรับนักเรียน
ท่ีมีความสามารถพิเศษดานคณิตศาสตร  โดยมีวัตถุประสงคเพ่ือ 

:  พัฒนาผูเรียนใหมีความสามารถดานคณิตศาสตรในระดับที่กวาง ยาก และลึกซึ้งกวา  
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:  ฝกการคิดวเิคราะห สืบสวนหาความรู และฝกทักษะอืน่ๆ ท่ีอยูนอกเหนือจากจุดมุงหมายใน
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:  ฝกใหศึกษาเรื่องใดเรื่องหนึ่งอยางชัดแจง ฝกการทําโครงสรางการเรียนรู การวางแผน และ
การจัดการตามความถนัด และศักยภาพ 

:  ฝกการใชความคิดสรางสรรค สามารถบูรณาการกับวิชาอื่นๆ ท่ีเกี่ยวของได 
:  เขาใจธรรมชาติ ความงาม ความกระชับ และความชดัเจนของคณิตศาสตร 
เอกสารเลมนี้เปน คูมือการสอนหลักสูตรเพิ่มพูนประสบการณสําหรับนักเรียนที่มีความ 

สามารถพิเศษ ดานคณิตศาสตร ระดับมัธยมศึกษาตอนปลาย ท่ีไดจากการวิจัยนํารองการพัฒนา
รูปแบบและหลักสูตรการจัดการศึกษาสําหรับผูมีความสามารถพิเศษ ดานคณิตศาสตร ระดับ
มัธยมศึกษาตอนปลาย ซึ่งเนื้อหาที่ปรากฏอยูในเอกสารเลมนี้เปนเพียงตัวอยาง ท่ีนําเสนอไวให
ครูผูสอนนักเรียนที่มีความสามารถพิเศษไดดเูปนตัวอยางและนําไปใชสอน โดยครูผูสอนสามารถจะ
ขยายเนื้อหาที่นําเสนอไว หรือเลือกเนื้อหาอื่นๆ ท่ีนาสนใจหรือเหมาะสมกับสภาพการณของครูและ
นักเรียน เพ่ือนํามาสอนในหลักสูตรนี้  โดยเนื้อหานั้นควรสามารถทําใหบรรลุวัตถุประสงคท่ีไดกลาว
มาแลวขางตน 
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หลักสูตรเสรมิประสบการณ 
 

หนวยท่ี   1   
ทักษะการคํานวณ  (การบวก - ลบ) 

 
ตอนที่ 1.1  การบวกจํานวนหลายจํานวน 
ตอนที่ 1.2  จํานวนในระบบเครื่องหมายคละ  
ตอนที่ 1.3  การบวก - ลบ จํานวนคละกันหลายจํานวน 
 
แนวคิด  
 1.  การบวก ถานําจุดมาแทนการทดจะทําใหการคิดคํานวณแมนยําและรวดเร็วข้ึน 
 2.  การแปลงจาํนวนในระบบฐานสิบเปนระบบเครื่องหมายคละ แลวนํามาใชในการคิดคํานวณ 

     ในการบวก - ลบจะทําใหมีกระบวนการคิดคํานวณที่รวดเรว็ และหลากหลายวิธี 
 
วัตถุประสงค 
 เมื่อศึกษาหนวยที่ 1 จบแลวนักเรียนสามารถ 
 1.  บวกจํานวนหลายจํานวนไดอยางแมนยําและรวดเรว็ 
 2.  แปลงจํานวนในระบบฐานสิบเปนจํานวนในระบบเครื่องหมายคละได และแปลงจํานวน 

     ในระบบเครื่องหมายคละเปนจํานวนในระบบฐานสิบได  
 3.  บวก และลบจํานวนคละกันไดหลายวิธีแตกตางกนั 
 4.  ออกแบบวธีิการบวก-ลบจํานวนตามแนวคิดสรางสรรคของตนเอง 
 
กิจกรรมระหวางเรียน 
 1.  อาจารยอธิบายเนื้อหา กระบวนการวิธีคดิคํานวณ การบวก ระบบเครื่องหมายคละ  

     การบวก - ลบคละกันดวยวิธี 
 2.  นักเรียนทํากิจกรรมตามตวัอยาง  และแบบฝกหัด  
 3.  นักเรียนประเมินพัฒนาการของตนเอง 
 
สื่อการสอน 
 1.  เอกสารการสอน 
 2.  แบบฝกปฏิบัติ 
 3.  เครื่องฉายขามศีรษะ 
 
ประเมินผล 
 ประเมินผลจากแบบฝกหัด และการทดสอบ  
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จุดแทนการทด  จุดแทนการทด 9  

ตอนที่ 1.1  การบวกจํานวนหลายจํานวน 

เร่ืองท่ี 1.1.1  การบวกจํานวนหลายจํานวนตามแนวตัง้ 

 ในการบวกจํานวนหลายๆ จาํนวน โดยการตั้งบวกกันนัน้ปญหาที่ทําใหผิดพลาดไดงาย ก็คือ การ

ทดและการบวกเลขในใจที่มตีัวเลขมากกวา 1 หลัก สําหรับวิธีการบวกที่จะแนะนํานี้ เปนวิธีการบวกใน

เวทคณิต ซ่ึงงายกวาวิธีการบวกทัว่ๆ ไป เพราะจะคิดในใจเฉพาะการบวกเลขโดดเทานั้น (เลขโดด ไดแก 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) และจะเขียนผลลัพธเฉพาะเลขโดด ถาผลลัพธเกิน 9 จะใช • แทนตวัทด 

ดังตัวอยาง ตอไปนี ้

ตัวอยาง การบวกเลขโดด  

1 + 4 = 5  2 + 3 = 5  8 + 2 =  
•
0   (

•
0 คือ 10)    4 + 9 = 

•
3  (

•
3  คือ 13) 

3 + 5 = 8  8 + 1 = 9  5 + 7 =  
•
2   (

•
2  คือ 12)   7 + 8 = 

•
5  (

•
5  คือ 15) 

6 + 3 = 9  0 + 7 = 7  9 + 8 =  
•
7   (

•
7  คือ 17)   9 + 9 = 

•
8  (

•
8  คือ 18) 

 ในการบวกเลขเปนแถวหลายๆ แถว จะนําหลักการบวกเลขโดดขางตนมาใชโดยจะบวกทีละหลัก

เร่ิมตนจากหลักหนวย หลักสิบ หลักรอย ไปเรื่อยๆ จนหมดหลัก การบวกจะบวกเลขเฉพาะเลขโดดจาก

แถวบนลงแถวลาง ถามีการทดจะเขยีน •  แทนการทดทีต่ัวบวก หลังจากนั้นจะนําเลขโดดของผลบวกกับ

เลขโดดในหลกัหนวยของแถวที่อยูถัดไปขางลาง ทําเชนนี้จนหมดแถว เสร็จแลวจึงบวกเลขโดดในหลัก

สิบ แตกอนทําการบวกเลขโดดในหลักสิบจะตองตรวจสอบกอนวามี   • ในหลักหนวยอยูเทาใด เมื่อนับ • 

ในหลักหนวยไดแลววามีจํานวนเทาใดก็ใหถือวาจํานวน  • ที่นับไดเปนตัวทดไปยังหลักสิบ  แตถาไมมี • 

ในหลักหนวยเลย ถือวาไมมตีัวทดไปยังหลักสิบ ในกรณีที่มีตัวทดใหนําตัวทดไปบวกกับตวัเลขในหลัก

สิบของแถวแรกแลวทําการบวกลงมาเชนเดียวกับการบวกในหลักหนวย สําหรับการบวกในหลักอืน่ๆ ก็

กระทําเชนเดียวกัน  

ตัวอยางที่  1.1.1   

 การบวกแบบธรรมดา การบวกแบบเขียน • แทนการทด 

 1                 ทด 

 2 6   2 6 

  8    
•
8    ทิศทางการบวก 

 3 4   3 4 
 

+ + 
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+                       6 + 8 = 4 จึงใส • ไวที่ 8 ซ่ึงเปนตัวบวก 

 การบวกแบบธรรมดาในหลกัหนวย 6 + 8 = 14 จึงเขียน 4 เปน  ผลลัพธในหลักหนวยและทด 1 

ไวเหนือ 2 ซ่ึงเปนเลขในหลกัสิบของตัวตัง้ รวมตัวตั้งกบัตัวทดได 1 + 2 = 3 จึงเขียนผลลัพธ 3 ที่หลักสิบ

ของผลลัพธ จึงได  26 + 8 = 34   

 การบวกแบบเขียน • แทนการทด จะเขยีน  •  กํากับไวเหนือตัวบวก เมือ่การบวกนั้นไดผลลัพธ

ตั้งแต 10 ขึ้นไป 

 พิจารณาการบวกในหลักหนวย     

 6  

 8                              ทิศทางการบวก จากบนลงลาง) ใส 4 ที่ไดจาก  
 4      14 ไวในผลลัพธ 

 สําหรับ • ในหลักหนวย นัน้ คือ 1 ในหลักสิบที่เปนตัวทดนั่นเอง 

 หลังจากนัน้นาํ • ที่แทน 1 ในหลักสิบไปบวกกับ 2 ในหลักสิบของตัวตั้งไดเปน 3 ผลลัพธ คือ 34 

  

ตัวอยางที่  1.1.2  จงหาผลบวกตอไปนี้  

 8 3 5 

 4 8 9      + 

 6 9 2                     

                            ก                               

 แนวคิด  การบวกในหลักหนวย 

  หลักหนวย 

 8 3 5  5 + 9 = 
•
4  นํา • ไปใสไวที่ 9 ซ่ึงเปนตัวบวก นําผลลัพธ 

 4 
•
8           

•
9      +  4 ไปบวกกับ 2 ในบรรทัดที่ 3 ไดผลลัพธเปน 6 ใส 6 ตรงกับ 

 6 
•
9  2  หลักหนวยในบรรทัดที่ 4 ที่เปนบรรทัดผลลัพธ 

                      6   

 

 

 

• 
• 
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การบวกในหลักสิบ 

หลักสิบ 

 8  3 5  หนึ่ง  • ในหลกัหนวยทดเปน 1 ในหลักสิบ จึงนํา 1 ไปบวก 

 4 
•
8  

•
9      +  กับ 3 ในหลักสิบของแถวแรกไดเปน 4  นํา 4 ไปบวกกบั 8 

 6 
•
9  2  จะได 4 + 8 = 

•
2  

             1            6 จึงเขียน • ไวที ่8 ซ่ึงเปนตัวบวกแลวนํา 2 ไปบวกกับ 9 ไดผลลัพธ 

เปน 
•
1 จึงเขียน • ไวที่ 9 ซ่ึงเปนตัวบวก เขยีนผลลัพธ 1 ตรงกับ 

หลักสิบในบรรทัดที่ 4 ที่เปนบรรทัด ผลลัพธ 

  

การบวกในหลักรอย 

หลักรอย 

 
•
8  3 5 สอง • ในหลักสิบทดเปน 2 ในหลักรอย จึงนํา 2 ไปบวกกบั 8 ใน 

 4           
•
8           

•
9      + หลักรอยของแถวแรก 2 + 8 = 

•
0  จึงใส • ที่ 8 ซ่ึงเปนตัวบวก นํา 0 

 
•
6  

•
9  2 ไปบวกกับ 4 ได 4 นํา 4 ไปบวกกับ 6 ในบรรทัดที่ 3  4 + 6 = 

•
0  จึง                      

 0           1           6 ใส  •  ที่ 6 ที่เปนตัวบวก และเขียน0 ลงในหลักรอยของบรรทัดผลลัพธ 

 

คาทดไปหลักพัน 

 
•
8  3 5 เนื่องจากในหลักรอยมีสอง • ทดเปน 2 ไปหลักพัน แตหลักพันไมม ี

 4 
•
8  9     + การบวกจึงใส2 ไวในหลักพนัของบรรทัดผลลัพธ     

 
•
6  

•
9  2   

2 0          1           6  

จึงไดผลบวก คือ 2 0 1 6   
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ตัวอยางที่  1.1.3  ตัวอยางตอไปนี้จะแสดงขั้นตอนการบวกทีละหลัก การบวกเริ่มตั้งแตหลักหนวย เปน 

ขั้นที่ 1 การบวกหลักสิบเปนขั้นที่ 2 ไปเรื่อยๆ  

 7 
•
8  

•
9  2 4 

             
•
2  7 2 

•
7  2 

•
9  

•
9  

•
9  9 

•
9  

 7 2 6 
•
7  2 

 7 8 8 6 7 

 

แนวคิด 

 ขั้นท่ี 1  4 + 2 = 6  → 6 + 9 = 15  (ใส • เหนือ 9)  → 5 + 2 = 7 ใส 7 เปนผลลัพธในหลักหนวย

และมีตัวทดเปน 1 

 ขั้นท่ี 2  นํา 1 (ตัวทด) มาบวกในหลักสิบ 1 + 2 = 3 → 3 + 7 = 10 (ใส • เหนือ 7)  

→ 0 + 9 = 9 → 9 + 7  = 16 (ใส • เหนือ 7) ใส 6 เปนผลลัพธในหลักสิบ และมีตัวทดเปน 2 

 ขั้นท่ี 3  นํา 2 (ตัวทด) มาบวกในหลักรอย 2 + 9 = 11 (ใส • เหนือ 9) → 1 + 2 = 3 → 3 + 9 = 12 

(ใส • เหนือ 9) → 2 + 6 = 8 ใส 8  เปนผลลัพธในหลักรอย และมีตวัทดเปน 2  

 ขั้นท่ี 4  นํา 2 (ตัวทด) มาบวกในหลักพัน 2 + 8 = 10 (ใส • เหนือ 8) → 0 + 7 = 7 → 7 + 9 = 16 

(ใส • เหนือ 9) → 6 + 2 = 8   ใส 8  เปนผลลัพธในหลักพัน  และมีตวัทดเปน 2  

 ขั้นท่ี 5  นํา 2 (ตัวทด) มาบวกในหลักหมืน่2 + 7 = 9 → 9 + 2 = 11 (ใส • เหนือ 2) 1 + 9 = 10           

(ใส • เหนือ 9) → 0 + 7 = 7 ใส 7 เปนผลลัพธ  ในหลักหมื่น และมีตวัทดเปน 2 หมด การบวก จึงเขยีนตวั

ทด 2 เปน 2 ในหลักแสน การบวกเปนดังนี้  
 

7 
•
8  

•
9  2 4  

  
•
2  7 2 

•
7  2     + 

  
•
9  

•
9  

•
9  9 

•
9  

  7 2 6 
•
7  2 

 2 7 8 8 6 7 

  

+ 
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ตัวอยางที่  1.1.4  จงหาผลบวกตอไปนี้  

 

2 9 7 9 6 

  6 5 7 2 8        + 

  2 3 9 9 9 

  5 4 3 2 1 

        6 

 

แนวคิด  

 ขั้นท่ี 1 6 + 
•
8  = 14  →   4 + 

•
9  = 13  → 3 + 1 = (4)  ( 2 จุด ทด 2 ไปขั้นที่ 2) 

 ขั้นท่ี 2  2 + 
•
9  = 11  →  1 + 2 = 3  →  3 + 

•
9  = 12  → 2 + 2 = (4)  ( 2 จุด ทด 2 ไปขั้นที่ 3) 

 ขั้นท่ี 3  2 + 7 = 9  →  9 + 
•
7  = 16  →  6 + 

•
9  = 15  → 5 + 3 = (8)  ( 2 จุด ทด 2 ไปขั้นที่ 4) 

 ขั้นท่ี 4  2 + 
•
9  = 11  →  1 + 5 = 6  --->  6 + 3 = 9  → 9 + 

•
4  = 13(3)  ( 2 จุด ทด 2 ไปขั้นที่ 5) 

 ขั้นท่ี 5  2 + 2 = 4  → 4 + 
•
6  = 10  --->  0 + 2 = 2→2 + 5 = (7) ( 1 จุด ทด1ไปขั้นหลักแสน) จะได 

 

2 
•
9  7 

•
9  6 

  
•
6  5 

•
7  2 

•
8         + 

  2 3 
•
9  

•
9  

•
9  

  5 
•
4  3 2 1 

 1 7 3 8 4 4 
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ตัวอยางที่  1.1.5  จงหาผลบวกของ 

4 1 7 5   แนวคดิ  4 1 7 5 

3 8 2 6 +   3 
•
8  

•
2  

•
6 + 

4 7 5 3              
•
4  7 5 3 

2 1 0 4   2 1 0 4 

     ฏ          1 4 8 5 8 

  

เพื่อเปนการฝกหัดการบวกเลขโดด ตารางตอไปนี้แสดงตารางการบวกเลขโดด ซ่ึงสามารถ

เขาใจไดโดยงาย  

 

+ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 หมายเหตุ 

0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
•
0    =  10 

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
•
0  

•
1  =  11 

2 2 3 4 5 6 7 8 9 
•
0  

•
1 

•
2   =  12 

3 3 4 5 6 7 8 9 
•
0  

•
1 

•
2  

•
3   =  13 

4 4 5 6 7 8 9 
•
0  

•
1 

•
2  

•
3  

•
4   =  14 

5 5 6 7 8 9 
•
0  

•
1 

•
2  

•
3 

•
4  

•
5   =  15 

6 6 7 8 9 
•
0  

•
1 

•
2  

•
3 

•
4  

•
5  

•
6   =  16 

7 7 8 9 
•
0  

•
1 

•
2  

•
3  

•
4  

•
5 

•
6  

•
7   =  17 

8 8 9 
•
0  

•
1 

•
2  

•
3  

•
4  

•
5 

•
6  

•
7  

•
8   =  18 

9 9 
•
0  

•
1 

•
2  

•
3  

•
4  

•
5  

•
6  

•
7  

•
8  

•
9   =  19 
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แบบฝกหัดที ่1.1 

 

1.  จงหาผลบวกตอไปนี ้
(1)   8  1  3   (2)  6  6  6  (3)  1  4  8 
       2  5  6  +        9  4  5  +        9  8  7  + 
       7  4  9        1  3  2        4  5  6   
                 ก                  ก                             ห    
 
(4)   3  1  3  8   (5)  2  1  2  9  (6)  8  1  4  2 
       4   5  7  5  +             9   7  5  4  +                6  7  5  4  + 
        3  6  4  9        3   6  8  1          9  9  9  9 
        7  3  2  2        2   1  3  4              3  3  3  3 
                                                        ก                                   ห    
 
(7)   5  9  4  1  5   (8)  6  7  5  4  1  (9)  1  4  1  5  1 
           7  2  4  8                  8  3  6              8  7  8  7  8 
             4  8  9  +            4  7  9  5  +                     2  6  4  9  + 
       8  2  1  1  6                3  8  5  8  3                         3  5  5  5 
       3  8  4  1  4              8  7  6  5  4             7  8  2  1  4 
                                                           ก                        ห    
 
(10)   4  8  5  9  5  (11) 4  1  2  8  1   
              4  7  2  8                         5  2  3  9        
                  3  1  6          9  3   5  2  7                  
              8  4  2  7                     3  8  0  9  2 
          5  2  9  8  3                         4  2  1  6   
                  1  2  5  +                 5  5  7  6  6  + 
              6  6  6  6                         3  3  3  8 
          1  2  3  4  5                         1  4  8  5 
          3  7  6  2  1                     2  3  1  1  7   
                                                        ก  
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2.  จงหาผลบวกของ 

 31465 + 47474 + 38641 + 27264 + 38886  =                        ก  

48753 + 99486 + 10238 + 47655 + 95384  =                        ก 

 

สนุกกับตัวเลข (1) 

คูเหมือน สามตัวเหมือน สี่ตัวเหมือน 

11 × 1  =  11 37 × 3 = 111 101 × 11 = 1111 

11 × 2  =  22 37 × 6 = 222 101 × 22 = 2222 

11 × 3  =  33 37 × 9 = 333 101 × 33 = 3333 

11 × 4  =  44 37 × 12 = 444 101 × 44 = 4444 

11 × 5  =  55 37 × 15 = 555 101 × 55 = 5555 

11 × 6  =  66 37 × 18 = 666 101 × 66 = 6666 

11 × 7  =  77 37 × 21 = 777 101 × 77 = 7777 

11 × 8  =  88 37 × 24 = 888 101 × 88 = 8888 

11 × 9  =  99 37 × 27 = 999 101 × 99 = 9999 
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ตอนที่ 1.2  จาํนวนในระบบเครื่องหมายคละ 

เร่ืองท่ี 1.2.1  จํานวนในระบบฐานสิบกับจาํนวนในระบบเครื่องหมายคละ  

 ในระบบตวัเลขฐานสิบซึ่งตัวเลขที่ใชไดแก ตัวเลข 0 ไปจนถึง 9 สําหรับในระบบเครือ่งหมาย

คละ นิยมเปลีย่นรูปตัวเลขที่มากกวา 5 ใหเปนตัวเลขที่นอยกวา  5 แลวเขียนสัญลักษณ - (ขีดบน) บน

ตัวเลขเหลานัน้ อัน จะทําใหการคํานวณงายขึ้น เพราะการคํานวณใชคาตัวเลขเพียง 0 ถึง 5 ยอมงายและเร็ว

กวาใชคาตวัเลขตั้งแต 0 ถึง 9 การเขียนสัญลักษณแทนตวัเลขที่มากกวา 5 แสดงดังตวัอยางตอไปนี ้

ตัวอยางที่  1.2.1  พิจารณา 9 จะเห็นวา 9 = 10 - 1 = 10 + (-1)  ถาเขียน -1     เปน 
_
1    

จะได 10 + (-1) = 10 + 
_
1  ซ่ึงจะเขียนเปน  1

_
1  ดังนั้น   9 = 1

_
1    อธิบายไดดังนี้ 

 ในระบบตวัเลขฐานสิบ ถาเขียน  ab  จะหมายถึง  a × (10) + b   ทํานองเดียวกัน  1
_
1   จะหมายถึง   

1 × (10) + 
_
1  = 10 + 

_
1  

 นั่นคือ  1
_
1  = 1 × (10) + 

_
1  = 10+ 

_
1  =  10 - 1  = 9  

 

ตัวอยางที่  1.2.2   29   =   30 – 1   =  30 + (-1)  = 3 × (10) + (-1)  

         =   30 + 
_
1   =  3

_
1  

 นั่นคือ 29     =   3
_
1                                                                    

สําหรับจํานวนเต็ม  m ใด ๆ กําหนด m  =  – m   

 จากการกําหนด  m  =  – m  สําหรับจํานวนเตม็ m ใดๆ จะไดคุณสมบัติตอไปนี้  

สําหรับจํานวนเต็ม m, n ใด ๆ 

       1.  nm 
____
+   =  m + n  

       2. m          =  m 

       3. nm 
____
+    =  m n 

____
+   =  m + n  = n + m  

แสดงไดดังนี้  

 1. nm 
____
+   = – (m + n)   =  (– m) + (– n)   =  m  + n  

 2. m   = – m     =  – (– m)   =  m 

 3. nm 
____
+  = – (m + n )  =  (– m) – n    = (– m) – (–n) 

   = (– m) + n   =  m  + n 
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  m n 
____
+     = – ( n + m)   =  (– n ) + (– m)   =  – (– n) + (– m) 

       =       n + (– m)      =  n + m  

นอกจากนี้  สําหรับในระบบตัวเลขฐานสิบ จะมีคุณสมบตัิดังตอไปนี้  

 

สําหรับเลขโดด  an , an - 1 , an - 2 ,..., a2 , a1 , a0  

4.  
___________________

0122  n1  nn a a a ... aa a −−    =  
__

na  
____

1na −  
____

2na − ...
__

2a  
__

1a  
__

0a  

คุณสมบัติขอ 4. จะแสดงประกอบดวยตวัอยาง ดังนี ้

                    
__
23     =    

_
2

_
3  

(เนื่องจาก 23   =  20 + 3   ดังนั้น   
__
23    = 

_____
3  20 +     =  

__
20  +

_
3  

โดยการเขยีนแบบมีคาประจําตําแหนง จะได   
__
20 +

_
3  =   

_
2  

_
3  

การเขียนจํานวนในระบบเครื่องหมายคละนั้น จะพบจํานวนที่เขยีนดังตวัอยางตอไปนี ้ 

1 ,
_
2 ,

_
3 , 0 ,

_
4 , 2 , 1 ,

_
5 , 6 , 1 ,

_
0 , 2 ,

_
1   ฯลฯ  ซ่ึงหลักใดมีขีดบนอยูเหนือจํานวนหลกันั้นๆ จะมีคาเปน

จํานวนลบที่มีขนาดเทากับขนาดของคาตัวเลขในหลักนัน้  

 

ตัวอยางตอไปนี้เปนตวัอยางการเขียนตวัเลขในระบบฐานสิบ เปนตัวเลขในระบบเครื่องหมาย 

คละโดยมีขีดบน  – 

ตัวอยางที่  1.2.3    79  =  80 + (–1)   =  80 + 
_
1  

 เขียน  80 + 
_
1  ในรูปคาประจําตําแหนงจะได  8 

_
1  

 ดังนั้น  79  =  8 
_
1  

 นอกจากนี ้ 80  =  100 – 20   =  100 + 
__
02   =  100 + 

__
02  =  1 

__
02  

 ดังนั้น  79  =  80 + 
_
1  =  1 

__
02 + 

_
1   =  1 

_
2

_
1   

(เพราะ  
_
0  + 

_
1   =  

_
1 )  

 นั่นคือ  79  =  1 
_
2

_
1  

หมายเหตุ การเขียนสัญลักษณแทน  79  อาจทําไดดังนี ้

 79  =  100 – 21  =  100 + 
_
2

_
1   =  100 + 

__
02  + 

_
1     =   1 

_
2

_
1  
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 ในการเขยีนจํานวนในระบบตัวเลขฐานสิบใหเปนตวัเลขที่ใชในระบบเครื่องหมายคละ โดยใช

เลขโดดไมเกนิ 5 สามารถทําไดโดยใชจํานวนทบสิบ และจํานวนทบเกา ซ่ึงในการอธิบายความหมายของ

จํานวนทบเกา หรือจํานวนทบสิบของเลขโดดใดๆ อธิบายไดดังนี ้

 

จํานวนทบเกา  สําหรับเลขโดด a ใดๆ จํานวนทบเกาของ a 

                                       คือเลขโดด b ซ่ึง a + b   =  9 

 เนื่องจากสําหรับเลขโดด a, b ใดๆ a + b  = b + a  ดังนั้น ถา  a + b  = 9  จะได b + a = 9 

 จึงกลาวไดวา b เปนจํานวนทบเกาของ a และ a เปนจํานวนทบเกาของ b หรือกลาววา a และ b 

เปนจํานวนทบเกาซึ่งกันและกัน  

คูจํานวนทบเกาของเลขโดด 0 ถึง 9 มีดังนี ้

   0  และ 9  เปนจํานวนทบเกาซึ่งกันและกนัเพราะ 0 + 9 = 9 + 0  = 9 

   1  และ 8  เปนจํานวนทบเกาซึ่งกันและกนัเพราะ 1 + 8 = 8 + 1  = 9 

   2  และ 7  เปนจํานวนทบเกาซึ่งกนัและกนัเพราะ 2 + 7 = 7 + 2  = 9 

   3  และ 6  เปนจํานวนทบเกาซึ่งกันและกนัเพราะ 3 + 6 = 6 + 3  = 9 

   4  และ 5  เปนจํานวนทบเกาซึ่งกันและกนัเพราะ 4 + 5 = 5 + 4  = 9 

 

จํานวนทบสิบ สําหรับเลขโดด a ใดๆ จํานวนทบสิบของ a 

                                      คือเลขโดด b ซ่ึง a + b   =  10 

 ทํานองเดียวกนักับจํานวนทบเกา สําหรับเลขโดด a และ b ซ่ึง a + b  = 10 กลาววา a และ b เปน

จํานวนทบสิบซึ่งกันและกัน 

คูจํานวนทบสบิของเลขโดด 0 ถึง 9 มีดังนี ้

   1  และ 9  เปนจํานวนทบสบิซึ่งกันและกนัเพราะ 1 + 9 = 9 + 1  = 10 

   2  และ 8  เปนจํานวนทบสบิซึ่งกันและกนัเพราะ 2 + 8 = 8 + 2  = 10 

   3  และ 7  เปนจํานวนทบสบิซึ่งกันและกนัเพราะ 3 + 7 = 7 + 3  = 10 

   4  และ 6  เปนจํานวนทบสบิซึ่งกันและกนัเพราะ 4 + 6 = 6 + 4  = 10 

   5  เปนจํานวนทบสิบของตัวเองเพราะ  5 + 5 =  10 
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ตัวอยางที่  1.2.4  จงเขียน 2789 โดยใชตวัเลขไมเกิน 5 

แนวคิด   2  7  8  9    =  3  0  0  0 – 2  1  1 

   = 3  0  0  0 + 
___
112  

   = 3 
___
112  

   = 3 
___
112  

 นอกจากวิธีคิดตามแนวคิดขางตนแลว อาจใชวิธีคิดลัดไดดังนี ้

 พิจารณา 789 ตัวเลขที่ตองเปลี่ยนแปลงคอื 9 ในหลักหนวย 8 ในหลักสิบ และ 7 ในหลักรอย 

 ตัวเลข ขวาสุด (หลักหนวย) คือ 9 มีจํานวนทบสิบ คือ  1 ใสขีดบนไดเปน 
_
1    

 ตัวเลข หลักสบิ คือ 8 มีจํานวนทบเกา คือ 1 ใสขีดบนไดเปน 
_
1  

 ตัวเลข ซายสุด (หลักรอย) คือ 7 มีจํานวนทบเกา คือ 2 ใสขีดบนไดเปน  
_
2  

 ในการเขยีน 2789 โดยเขียนเฉพาะตัวเลขที่นอยกวา 5 และใช ขีดบนทําไดดังนี้ ใหเขยีนตัวเลข

จากขวาไปซายโดยเขยีนจํานวนทบสิบของ 9 พรอมขีดบนถัดมาเปนจํานวนทบเกาของ 8 พรอมขีดบน 

และจํานวนทบเกาของ 7 พรอมขีดบน และตัวเลขซายสดุเขียนคาของ 2 ที่เพิ่มขึ้น 1 นั่นคือเขียน 3 ซายสุด 

จะได 3 
___
112  

เขียนเปนผังไดดังนี้  (เร่ิมจาก ขวาไปซาย) 

2  7  8  9 

 

เพิ่มคาขึ้น 1  จํานวนทบ

เกา 

ของ 7 

 จํานวนทบ

เกา 

ของ 8 

 จํานวนทบ

สิบ 

ของ 9 

 

  2  1  1 

  ใสขีดบน  ใสขีดบน  ใสขีดบน 

 

3  
_
2   

_
1   

_
1  

 นั่นคือ  2789  เปลี่ยนเปน  3 
___
112                                                                    
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ขอสังเกต   สําหรับจํานวนเต็ม m ใดๆ ถามีชุดของเลขโดดติดกันหลายตัว โดยที่เลขโดดแตละตัวที่ติดกัน

นั้นมีคาเกิน 5 ในการแปลงเลขโดดเหลานั้นทําไดโดยตัวเลขขวาสุดของชุดแปลงเปนจํานวนทบสิบของเลข

โดดนั้น แลวเขียนขีดบนไวที่จํานวนทบสิบนั้น สําหรับเลขโดดถัดๆ มาทางซายในชุดนั้น แปลงเปนจํานวน

ทบเกาแลวเขียนขีดบนไวที่จํานวนทบเกาเหลานั้น และเลขโดดที่ถัดไปทางซายที่มีคานอยกวา 5 ใหเพิ่มคา

ขึ้น 1 ก็จะเปนการเขียนจํานวนเต็ม m ที่มีเลขโดดมีคาไมเกิน 5  

 

ตัวอยางที่  1.2.5  จงเขียน 928716 โดยใชตวัเลขไมเกนิ 5 (นิขลัิมสูตร) 

แนวคิด       0  9  2  8  7  1  6   

 

       1  
_
1   3  

_
1  

_
3   2  

_
4    

    4  เปน จํานวนทบสิบของ 6 จึงเขียน 
_
4  

    เพิ่มคา 1 ขึ้นอีก 1 เปน 2 

    3 เปนจํานวนทบสิบของ 7 จึงเขียน  
_
3  

    1 เปนจํานวนทบเกาของ 8 จึงเขียน  
_
1  

    เพิ่มคา 2 ขึ้นอีก 1 เปน 3 

    1  เปนจํานวนทบสิบของ 9 จึงเขียน 
_
1  

    เนื่องจากในหลักของ 9 จะตองแปลงคา 9  

เปน 
_
1  ดังนั้น 

 จึงจําเปนตองเขียน 0 หนา 9 เพื่อจะตองเพิม่คาขึ้น 1 จึงเขียน 1 เพิ่มขึ้นมาไวหนาสุดของตัวเลขที่

แปลงแลว 

 นั่นคือ   928716   =    1  
_
1   3  

_
1   

_
3   2  

_
4  
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เร่ิมชุด เริ่มชุดใหม 

ตัวอยางที่  1.2.6  จงแปลง 257182 เปนตัวเลขนิขิลัมสูตร  

แนวคิด       2  5  7  1  8  2   

 

แนวคิด     2  6  
_
3   2  

_
2   2 

    

              ไมมีการเปลี่ยนแปลง      

               จํานวนทบสิบ       

               1 + 1      

               จํานวนทบสิบ    

               5 + 1  

               ไมมีการเปลี่ยนแปลง  

 ดังนั้น 2  5  7  1  8  2     =   2  6 
_
3  2 

_
2  2 

 หลังจากการแปลงครั้งแรกแลวยังมีเลขโดด 6 ที่มีคาเกิน 5 จึงแปลงตอไป 

  2  6  
_
3   2  

_
2   2 

              

 3  
_
4   

_
3   2  

_
2   2 

    ไมมีการเปลี่ยนแปลง 

    จํานวนทบสิบ 

    2 + 1 

ดังนั้น    2  6 
_
3  2 

_
2  2      =        3 

_
4  

_
3  2 

_
2  2 

นั่นคือ   2  5  7  1  8  2     =        3 
_
4  

_
3  2 

_
2  2 

  

ตัวอยางที่  1.2.7  จงแปลง 353782  เปนตัวเลขนิขิลัมสูตร 

แนวคิด  3  5   3  7   8   2 

              

  3  5   4 
_
2   

_
2    2 
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เร่ิมตนใหม 

เร่ิมตนใหม 

เร่ิมตนใหม 

 ดังนั้น  3  5  3  7  8  2     =    3  5  4 
_
2  

_
2   2                                          

ในการแปลงตวัเลขในนิขิลัมสูตรใหเปนตวัเลขในระบบฐานสิบ สามารถทําไดโดยใชกระบวนการ

ยอนกลับ จากการแปลงตัวเลขในระบบฐานสิบเปนตัวเลขในนิขิลัมสูตร  

 พิจารณาการแปลงตัวเลขระบบฐานสิบเปนตัวเลขในนิขลัิมสูตร 

  3  7  1   6  9   

  4  
_
3   2  

_
3   

_
1  

   จํานวนทบสิบของ 9 คือ 1 แลวใสขีดบนเปน  
_
1  

   จํานวนทบเกาของ 6 คือ 3 แลวใสขีดบนเปน 
_
3  

   จาก 1  เพิ่มคาขึ้นอีก 1 เปน 2  

   จํานวนทบสิบของ 7 คือ 3 แลวใสขีดบนเปน  
_
3  

   จาก 3  เพิ่มคาขึ้นอีก 1  เปน  4 

 

การแปลงตัวเลขในนิขิลัมสูตร เปนตัวเลขระบบฐานสิบใชกระบวนการยอนกลับ ดังนี้ 

   4  
_
3   2  

_
3  

_
1  

   3   7   1   6   9 

     เอาขีดบนออกจาก  
_
1  ได 1 หาจํานวนทบสิบ 

  ของ 1 ไดเปน 9   

  เอาขีดบนออกจาก  
_
3  ได  3 หาจํานวนทบเกา 

  ของ 3 ไดเปน 6 

  2  มีคาลดลง 1  ไดเปน 1 

  เอาขีดบนออกจาก  
_
3  ได 3 หาจํานวนทบสิบ 

  ของ 3 ไดเปน 7 

  4  มีคาลดลง 1  เปน  3 

 นั่นคือ    4 
_
3  2  

_
3  

_
1    =  3  7  1  6  9 



 17 

เร่ิมตนใหม เร่ิมตน

ตัวอยางที่   1.2.8  จงแปลง  3  
_
3   4  

_
4    เปนตวัเลขในระบบฐาน 10 

แนวคิด      3  
_
3    4   

_
4  

      2   7   3   6 

   เอา     ออกจาก  
_
4   ไดเปน 4  ซ่ึงจํานวนทบสิบ 

ของ 4 คือ 6 

ลดคา 4 ลง 1 เปน  3 

เอา     ออกจาก  
_
3  ไดเปน 3 ซ่ึงจํานวนทบสิบของ  

3 คือ 7 

ลดคา 3 ลง 1 เปน  2 

 นั่นคือ      3  
_
3   4  

_
4      =   2  7  3  6 

  

ตัวอยางที่  1.2.9  จงแปลง   3  
_
3   

_
4   

_
2   เปนตัวเลขในระบบฐานสิบ 

แนวคิด  3  
_
3   

_
4    

_
2  

              2    6    5    8 

    ทบสิบ 

    ทบเกา 

      ลดคาลง 1 

 ดังนั้น  3  
_
3   

_
4   

_
2     =   2658 
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ตัวอยางที่  1.2.10  จงแปลง   3  
_
6   2  

_
2   

_
7    เปนตัวเลขในระบบฐานสิบ 

แนวคิด  3  
_
6   2  

_
2   

_
7  

   

  2   4   1   7   3 

      ทบสิบ 

      ทบเกา 

      ลดคาลง 1 

 

      ทบสิบ 

      ลดคาลง 1 

 ดังนั้น    3  
_
6   2  

_
2   

_
7     =  24173 

         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

เร่ิมตน
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เร่ืองท่ี 1.2.2  จํานวนตรงขาม   

 ตอไปจะกลาวถึงจํานวนตรงขามในระบบเครื่องหมายคละ เชน –3
_
6 2

_
1   มีคาเปนเทาใด ในการ

พิจารณาคาจํานวนตรงขาม จะตองใชคณุสมบัติ – an  an-1 ...a2  a1 a0   =  
__

na
____

1na −

____
2na − ...

__
2a

__
1a

__
0a และใน

กรณีของนิขิลัมสูตรจะตองแปลงตัวเลขที่มีคามากกวา 5 ใหเปนตวัเลขที่นอยกวา 5 และมีขีดบนเสยีกอน จึง

จะทําการหาจาํนวนตรงขามดังจะแสดงโดยตัวอยางตอไปนี้ 

ตัวอยางที่  1.2.11   –27489  =   
_
2

_
7

_
4

_
8

_
9  

 ในนิขิลัมสูตรจะไมเขยีนตวัเลขที่เกิน 5 จึงจะตองแปลง 27489 เปน ตัวเลขในนิขิลัมสูตรกอน

ดังนี ้

       27489  = 3   
_
3    5   

_
1   

_
1  

จะได      – (27489) = – (3  
_
3   5  

_
1   

_
1 ) 

    = 
_
3   3   

_
5   1   1  

    = 
_
3    3   

_
5    1   1   

นั่นคือ     –27489 = 
_
3    3   

_
5    1   1     

          

ตัวอยางที่  1.2.12    – 80379  =   – (80379) 

    = – (1 
_
2  0  4  

_
2   

_
1 ) 

    = 
_
1  2  

_
0  

_
4  2  1   

    = 
_
1   2  0  

_
4   2  1 

 นั่นคือ     – 80379 = 
_
1   2  0  

_
4   2  1    

          

 ในตัวอยางที่  1.2.11 และ 1.2.12  เปนการแปลงจํานวนลบในฐานะฐานสิบใหเปนจาํนวนใน

ระบบเครื่องหมายคละ    ในทางกลับกันจํานวนในระบบเครื่องหมายคละ เมื่อแปลงแลวอาจจะเปนจํานวน

ลบในระบบฐานสิบไดดังตวัอยางตอไปนี ้

 

ตัวอยางที่  1.2.13  จงแปลง  
_
3   7  8  

_
2   1  เปนจํานวนในระบบฐานสิบ 

แนวคิด  วิธีท่ี 1  ใช  M  =  – (– M)  และ  – N  =  N   แลวใชจํานวนทบสิบและทบเกา 
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_
3   7  8  

_
2   1 = – (– (

_
3   7  8  

_
2   1)) 

   = – (3  
_
7   

_
8   2  

_
1 ) 

   = – (2  2  2  1  9) 

   = –  2  2  2  1  9 

ดังนั้น  
_
3   7  8  

_
2   1 = –  2  2  2  1  9 

วิธีท่ี 2  ใชจํานวนทบสิบและทบเกาโดยตรงโดยใหตัวเลขทุกตัวมีขีดบน 
_
3    7   8   

_
2    1 

_
2   

_
2   

_
2   

_
1   

_
9  

  จํานวนทบสิบของ 1 คือ 9 แลวใสขีดบนเปน 
_
9   

  
_
2   เพิ่มคาขึ้น 1 เปน  

_
1  

  จํานวนทบสิบของ 8 คือ 2 แลวใสขีดบนเปน  
_
2  

  จํานวนทบเกาของ 7 คือ 2 แลวใสขีดบนเปน  
_
2  

  
_
3   เพิ่มคาขึ้น 1 เปน  

_
2  

ดังนั้น   
_
3   7  8  

_
2   1    =    

_
2  

_
2  

_
2  

_
1  

_
9  

             =     – 22219 

วิธีท่ี 3  เปลี่ยนตัวเลขที่มีขีดบนเปนตวัเลขที่มีคาเปนบวก 

  0  
_
3   7   8   

_
2   1 

 
_
1   7   7   7   8   1 

1  มีคาคงเดิม    

เอาขีดบนออกจาก  
_
2  ได  2  มีจํานวนทบสิบเปน  8  

ลดคา  8  ลง  1 

             7  มีคาคงเดิม 

  เร่ิมตนใหม 

            เอาขีดบนออกจาก 
_
3  ได  3  มีจํานวนทบสิบเปน  7 

ลดคา  0  ลง  1  เปน  
_
1  
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นํา  
_
1  7   7  7  8   1  มาแปลงอีกครั้งหนึ่งเพราะ  

_
1  ยังไมใชตวัเลขที่มีคา เปนบวก 

 
_
1  7   7  7  8   1  = – 100000 + 77781 

    = – 22219 

 นั่นคือ  
_
3   7  8  

_
2   1 = – 22219 

หมายเหตุ   – 100000 + 77781  หาคาไดจาก 

 เขียนจํานวนทบเกาของ 7778 แตละตัวตามลําดับ และเขยีนจํานวนทบสิบของ 1 แลวใส  

เครื่องหมายลบ – ขางหนา จะไดผลลัพธตามตองการ 

 7   7   7   8   1 

 2   2   2   1   9     ←  จํานวนทบเกาและทบสิบ 

ใส  –  ขางหนา   →   – 222197                                                                         

 

ขอสังเกต 

 1.  สําหรับเลข  an an+1  ...a2 a1 a0   ถาเขียนขีดบนลงบน an  เปน  
__

na   และถึงแมวา  ai  ตัวอ่ืน ๆ       

( i =  n – 1, ..., 0)  จะมีขีดบนหรือไม จะมคีาเปนจํานวนลบเมื่อ  an  ≠ 0  เชน  
_
3  7  8 

_
2  1  =  – 22219 

 2.  ในระบบตวัเลขฐานสิบคาประจําหลักนบัตั้งแตหลักสบิขึ้นไปจะมีคาเปน 10, 100, 1000, 

10000, ..., 10n ,...  เมื่อ n เปนจํานวนเต็มที่มากกวาหรือเทากับ 1 ถา m เปนจํานวนเต็ม และ m  <  10n  

สําหรับบาง n จะมีจํานวนเตม็ p ซ่ึง  m + p  =  10n  จะเรยีก p วาจํานวนทบ 10n ของ m หาไดโดยหา

จํานวนทบสิบของเลขโดดขวาสุดของ m แลวหาจํานวนทบเกาของเลขโดดของ m ที่ถัดไปทางซาย        

ดังตัวอยางตอไปนี ้

 

ตัวอยางที่  1.2.14  จงหาจํานวนทบ 10n ของ 728  เมื่อ 10n  มีคาดังนี้ 

 ก.  1000 

 ข.  10000 

 ค.  100000 
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 ก.  เนื่องจาก 1000 เปนเลขที่มี 0 อยู 3 ตัว และ 728 เปนจํานวนที่มี 3 หลัก จึงเขียนจํานวนทบสิบ

และทบเกาตามขอสังเกตดังนี้ 

     7   2   8 
   

     2   7   2 

 ดังนั้น จํานวนทบ 1000 ของ 728 คือ  272   

 ข. เนื่องจาก 10000 เปนเลขที่มี 0 อยู 4 ตัว และ 728 เปนจํานวนที่มี 3 หลัก จึงเพิ่ม 0 ขางหนา

เพื่อใหเปนจํานวนที่มี 4 หลัก ดังนี้ 0728 หลังจากนี้เขยีนทบสิบและทบเกา ดังนี ้

              0    7    2   8 

   

  9    2    7   2 

 ดังนั้นจํานวนทบ 10000 ของ 728 คือ 9272 

 ค.  ทํานองเดียวกันจํานวนทบ 100000 ของ 728 คือ 99272              

บทสรปุ  การแปลงเลขโดดที่มีคาเกิน 5 ใหเปนตัวเลขระบบเครื่องหมายคละ ซ่ึงใชตัวเลขไมเกิน 5 จะทํา

ใหการคิดคํานวณงายขึ้น  
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แบบฝกหัดที ่1.2 
 

1.  จงเขียนจํานวนตอไปนี้แบบเครื่องหมายคละ 

(1.1)  2   9   8    (1.2)  6   3 

(1.3)  9   7   1      (1.4)  1   6   1   8 

(1.5)  2   9   8   7   0   5   (1.6)  1   9   1   8   1   6 

(1.7)  4   8   9   9   0   2   9   1     (1.8)   9   0   8   3   5   2   8   1 

(1.9)  9  9  9  8  0  8  9  2   (1.10) 9  0  9  1  2  5  4  6  8  3   2 

(1.11)  9   2   3   4   6   7  1  (1.12)  9   8   3   •  0   1   2 

(1.13)  2   •   1   0   3   5   (1.14)  –   3  •  5   2   4   1 

 

2.  จงเขียนจํานวนตอไปนี้ในตัวเลขระบบฐาน 10 

(2.1)   2  
_
4   1    (2.2) 

_
3   

_
1   

_
2   8 

(2.3)   3  
_
4   

_
1   

_
3    (2.4)  1   

_
2   

_
3  1  

_
1   

_
1   1 

(2.5)   2  
_
3   

_
2   

_
1   4  

_
5    3  (2.6)  3   

_
3   

_
4  

_
6  0  

_
1   

_
3   4 

(2.7)   5  
_
1   

_
3   

_
2   3  

_
3   

_
2   1  (2.8)  5   

_
1   

_
2   0  

_
1   

_
2   0  2 

(2.9)   5 
_
4  0 

_
3  2  

_
2  1  

_
1  0  (2.10) 5 

_
1  3 

_
2  3 

_
3  5 

_
4  3 

(2.11) 5  0  0  
_
3

_
4 2  0  

_
4    (2.12) 3 0  1  • 

_
2  

_
3  

_
4  

_
5  

(2.13) 
_
3  0  1  •  

_
4  7 

_
3   2   (2.14) 1 

_
1  1  •  

_
1  1 

_
1  1 
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ตอนที่ 1.3  การบวก - ลบคละกันหลายจํานวน 

เร่ืองท่ี 1.3.1  การลบที่มีการขอยืม 

 ในการลบจํานวนสองจํานวน ถาเลขโดดในแตละหลักของตัวตั้งมีคามากกวาหรือเทากับคาของ

เลขโดดของตัวลบในหลักนัน้ๆ แลวจะทําการลบไดงายโดยไมตองขอยืม แตถาในหลักใดที่ตวัลบมีคา

มากกวาตัวตั้งจะตองมีการขอยืมคาในหลักถัดขึ้นไปของตัวตั้งซึ่งจะทาํใหการลบซับซอนขึ้น เราอาจ

หลีกเลี่ยงการขอยืมและใชวธีิการทบเกาหรือทบสิบเขาชวย นอกจากนีแ้ทนที่จะทําการลบกันในหลักที่ตัว

ลบมคีามากกวาตัวตั้งแลวจะทําการบวกตวัตั้งดวยจํานวนที่เกิดจากการทบเกาหรือทบสิบอีกดวย  

 พิจารณาการลบตอไปนี้ 3 – 8 = –5 เห็นไดชัดวา ตัวตั้งคอื 3 ตัวลบ คือ 8 ซ่ึงตัวลบมีคามากกวาตวั

ตั้ง วิธีหาผลลบอาจทําไดโดยเปลี่ยนเอาตัวลบเปนตัวตั้ง และเปลี่ยนตัวตั้งเปนตัวลบไดผลลัพธเปนเทาใด 

ใหใสเครื่องหมายลบ (–) หนาผลลัพธนั้น ก็จะไดผลลบของ 3 – 8 ตามตองการ  

 สําหรับการลบ 13 – 8 ถึงแมวาตวัตั้งจะมีคามากกวาตวัลบแตเลขโดดในหลักหนวยของตัวตั้งคือ 

3 มีคานอยกวาเลขโดดซึ่งเปนตัวลบคือ 8 กรณีนี้จะหาผลตางเฉพาะเลขโดดกับเลขโดดไมไดจะตองใชเลข

โดดในตวัตั้งทัง้หลักสิบและหลักหนวย โดยท่ัวๆ ไป อาจหาผลลัพธของ 13 – 8 ไดดังนี้  

 ให 13 – 8 =  ซ่ึงสอดคลองกับ 13 = 8 +  นั่นคือ จะตองหาคา  วา มีคาเปนเทาใด ซ่ึงเมื่อ

นํามาบวกกับ 8 แลวเทากับ 13 จะเห็นไดวา  มีคาเทากบั 5 เพราะ 8 + 5 = 13  

นั่นคือ  13 – 8   =  5 

อยางไรก็ตาม 8 + 5 เปนการบวกเลขโดดซึง่ผลบวกมีคาเกิน 10 

นอกจากนี้ถาจะหาผลลัพธของ 23 – 8 อาจทําไดโดย ให 23 – 8 =  

ซ่ึงสอดคลองกับ  23  =  8 +   ซ่ึง   มีคาเทากับ  15 เพราะ 8 + 15  =  23   

นั่นคือ 23 – 8 = 15 จะเหน็ไดวายากขึ้นกวาการหาผลลัพธของ 13 – 8  

แนวคดิและขัน้ตอนการใชจาํนวนทบเกา และทบสิบชวยในการลบ สําหรับกรณีทีต่องขอยืมจะ

อธิบายดวยตัวอยางตอไปนี้  
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′ 

′ 

′ 

′ 
   – 

– 

– 
ขอยืม 

′ 

– 

  – 

ตัวอยางที่  1.3.1  จงหาผลลบของ 43 – 18  

แนวคิด  เขยีนการลบในแนวตั้งใหหลักของตัวตั้ง และหลักของตัวลบตรงกัน  

  4 3 

  1 8 
 ขั้นท่ี 1  ในหลักหนวย ตวัตั้งคือ 3 ตัวลบคือ 8 เห็นไดชัดวา ตัวลบมีคามากกวาตัวตั้ง จะใชจํานวน
ทบสิบของ 8 นําไปบวกกับ 3 ซ่ึงเปนตัวตั้ง แลวใส ′ เหนอืตัวลบในหลักถัดไปทางซาย จํานวนทบสบิของ 
8 คือ 2 นํา 2 ไปบวกกับ 3 ได 5 ใส 5 เปนผลลัพธในหลักหนวย แลวใส ′ เหนือ 1 ซ่ึงเปนตัวลบในหลัก
ถัดไป 
  4 3 
   2+    -   

1 8 

   5 
 ขั้นท่ี 2 ทําการลบในหลักสิบ กรณนีี้ 1  คือ 2 ซ่ึง 4 – 1  คอื 4 – 2 = 2  จงึใส 2 เปน ผลลัพธในหลัก
สิบ จะไดผลลัพธในการลบคือ 25   
 
  4 3 
   2 +      

1 8 

  2 5 

 ดังนั้น 43 – 18  =  25  

  

ตัวอยางที่   1.3.2  จงหาผลลัพธของ 432 – 257  

แนวคิด  เขยีนตัวตั้งและตัวลบใหหลักตรงกัน 

   4 3 2 

   2 5 7 
 ขั้นท่ี 1 ในหลกัหนวยตวัตั้งคือ 2 นอยกวาตัวลบคือ 7 จํานวนทบสิบของ 7 คือ 3 นํา 3 บวกกับ 2 
ไดเปน 5 ในชองผลลัพธ เขียน  ′ เหนือ 5 ซ่ึงเปนตัวลบในหลักสิบ  
   
   4 3 2 

    3+ 

   2 5 7 

     5 
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′ 

′ ′ 
- – 

ขอยืม 

′ 

′ 

′ ′ 
- – 

′ 

– 

′ 

ขั้นท่ี 2 ในหลักสิบตัวตั้งคือ 3 นอยกวาตวัลบคือ 5   ซ่ึงคือ 6 จํานวนทบสิบของ 6 คือ 4 นํา 4 บวก

กับ 3 ไดเปน 7 เขียน 7 ในชองผลลัพธ เขียน ′  เหนือ 2 ซ่ึงเปนตัวลบในหลักรอย 

 

   4 3 2 
    4+ 3+ 

   2 5 7 

    7 5 

ขั้นท่ี 3  ในหลักรอย ตัวตั้งคอื 4 ตัวลบ คือ  2′  หรือ  3  จะได 4 – 3 = 1   ใส 1  ในชองผลลัพธ 

   4 3 2 
    4+ 3+ 

   2 5 7 

   1 7 5 

 ดังนั้น  432 – 257  =  175 

หมายเหตุ  ในขั้นที่ 2 จํานวนทบสิบของ   5  คือ จํานวนทบสิบของ 6 ซ่ึงจํานวนทบสิบของ    5  คือ 4   

 อาจจะกลาววา จํานวนทบเกาของ 5 คือ 4  ก็ได 

สําหรับการลบที่มีการขอยมืหลายหลักตดิกัน หลักที่มกีารขอยืมหลักขวาสุดใชจํานวนทบสิบของ

ตัวลบ สวนหลักที่มีการขอยมืหลักอื่นๆ ถัดไปทางซายใชจํานวนทบเกาของตัวลบไปบวกกับตัวตั้งที่ตรง

หลักเดยีวกันกบัตัวลบ หลังจากนั้นใส ′  เหนือตวัเลขหลักถัดไปทางซายที่ไมมีการขอยืมแลวทําการลบ

ตามปกต ิ

จากตัวอยางที่  1.3.2 

   4 3 2 

   2 5 7 

ตัวลบคือ 257 และมีการขอยมืในหลักหนวยและหลักสิบติดกัน  

สวนหลักรอยไมมีการขอยืม ในหลักหนวยจํานวนทบสิบของ 7 คือ 3 ใน หลักสิบจํานวนทบเกาของ 5 คือ 

4 สําหรับหลักรอยไมมีการขอยืมเติม ′ บน 2 ในหลักรอย ซ่ึง  2′  คือ 3  แลวทําการลบปกติ ในหลักที่ไมมี

การขอยืมคือ หลักรอย สวนหลักหนวยและหลักสิบบวกดวยจาํนวนทบสิบและจํานวนทบเกาของตัวลบ

ตามลําดับ  
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′ 
– 

  ขอยืม      ขอยืม 

– 

′ 

 ขอยืม      ขอยืม 

ไดจาก 4 (จํานวนทบเกาของ 5) 
บวกกับ 3 ซ่ึงเปนตัวตั้ง 

– 

 อธิบายการแปลงตัวลบ 257 ดังนี ้

– 257   =   (–2) × 102 + ((–5) × 10) + (–7) 

 =   ((–2) × 102) + (–10 + 5) × 10 + (–10 + 3) 

 =   ((–2) × 102) + ((–10) × 10) + (5 × 10) + ((–1) × 10) + 3 

 =   ((–2) × 102) + ((–1) × 102) + ((5 – 1) × 10) + 3 

 =   ((–3) × 102) + (4  × 10) + 3  

     ทบสิบของ 7 

    ทบเกาของ 5 

พิจารณาตวัอยางที่  1.3.2 

  4 3 2  
   4+ 3+ 

2 5 7 

 7 5 
   ไดจาก 3 (จํานวนทบสิบของ 7)  

บวกกับ 2 ซ่ึงเปนตัวตั้ง 
 
 

 อยางไรก็ตาม ′ บน 2 ในหลักรอย จําเปนตองมีเนื่องจากในหลักรอยไมใชกรณีที่ตวัตั้งคามีนอย

กวาตวัลบ 

 

ตัวอยางที่  1.3.3  จงหาผลลบของ 

  8 2 5 

  4 8 7 

     ก 

แนวคิด 
   

  8 2 5 
   1+ 3+ 

4 8 7 

 3 8 
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′ 

′ 

′ 

ขอยืม      ขอยมื 

– 

– 

– – 

 การลบนี้มีการขอยืมสองหลักติดกนั คือ หลักหนวยและหลักสิบ ในหลักหนวยตวัลบคือ 7 
จํานวนทบสิบของ 7 คือ 3 นํา  3 ไปบวกกับ 5 ซ่ึงเปนตัวตั้ง ไดผลลัพธเปน 8 ในหลักสิบ ตัวลบคือ 8 
จํานวนทบเกาของ 8 คือ 1   นํา 1 ไปบวกกบั 2 ซ่ึงเปนตัวตั้ง ไดผลลัพธเปน 3 

8 2 5 
   1+ 3+ 

4 8 7 

3 3 8 

 หลักรอยไมมกีารขอยืมใส  ′ เหนือ 4  ซ่ึงเปนตัวลบในหลักรอย  ซ่ึง  4   คือ 5  การลบไมมีการ 
ขอยืมจึงนํา 5 ไปลบกับ 8 ได 3 ดังนั้นผลลัพธคือ 3  3  8 
  
ตัวอยางที่  1.3.4  จงหาผลลบ 

  8 4 6 8 

  3 6 9 2 

      ก 

แนวคิด  การลบมีการขอยืมในหลักสิบซึ่งตัวลบคือ 9 และหลักรอยซ่ึงตัวลบคือ 6 จึงใชจํานวนทบสิบของ 

9 คือ 1 และจาํนวนทบเกาของ 6 คือ 3 ไปบวกขณะที่ 2 ในหลักหนวยทําการลบตามปกติ สวนหลักพัน

เปลี่ยน 3 เปน  3′ ที่เทากับ 4 แลวทําการลบปกติ ในหลักพัน ดังนี ้

 

8 4 6 8 
     3+ 1+ 

3 6 9 2 

4 7 7 6 

  

ตัวอยางที่  1.3.5  จงหาผลลบของ 

  8 2 4 5 4 7 

  5 1 8 6 1 9 

แนวคิด    ขั้นท่ี 1  ในหลักหนวย ตวัตั้งคือ 7 นอยกวาตัวลบคือ 9 นํา 1 จํานวนทบสิบของ 9 บวกกบั 7 ได 

8 จึงใส 8 ที่ชองผลลัพธ นอกจากนีใ้นหลักสิบ ตัวตั้งคือ 4 มากกวาตวัลบคือ 1 ไมเกดิการขอยืมจึงใส ′ ไว

เหนือ 1ซ่ึงเปนตัวลบในหลักสิบ จะได   4 –1′ =  4 – 2  =  2  ใส 2 ในชองผลลัพธของหลักสิบ  
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′ ′ 

ขอยืม     

′ 

′ ′ ′ 

 ขอยืม     ขอยมื 

′ ′ ′ 
ทบสิบ คือ 1 และ 
4  
ตามลําดับจาก 

ทบเกาคือ 1 

′ ′ ′ 

– – 

– – 

- - 

– 

– 

 – 

– 

 

8 2 4 5 4 7 
            1+ 

5 1′ 8 6 1 9 

      2 8 

 ขั้นท่ี 2  ในหลักรอย และหลักพัน ตัวตั้งนอยกวาตวัลบติดกันสองหลกั ดังนั้นในหลักรอยใชการ
บวกดวยจํานวนทบสิบของตัวลบ และในหลักพันใชการบวกดวยจํานวนทบเกาของตัวลบ นอกจากนี้ ดู
ถัดไปในหลักหมื่น ตัวตั้งมคีามากกวาตวัลบ จึงใส ′ เหนือ 1 ซ่ึงเปนตัวลบ แลวทําการคิดคํานวณได
ผลลัพธดังนี้   
  

8 2 4 5 4 7 
          1+ 4+     1+ 

5 1′ 8 6 1 9 

   0 5 9 2 8 

 ขั้นท่ี 3  ในหลักแสนทําการลบธรรมดา เพราะในหลักหมืน่ไมมีการขอยมืจํานวนในหลักแสน จะ

ได 8 – 5  = 3 ใส 3 ในชองผลลัพธ 

8 2 4 5 4 7 
       1+ 4+     1+ 

5 1 8 6 1 9 

       ก         

3  0 5 9 2 8  

 นั่นคือ 824547 – 518619   =  305928  

  

ตัวอยางที่  1.3.6  จงหาคาของ 1438 - 3165 

แนวคิด  กรณนีี้ตัวตั้งคือ 1438 นอยกวาตวัลบคือ  3165 จึงจะหาคาของ    3165 – 1438  ไดผลลัพธเปน

เทาใด จะใสเครื่องหมาย – หนาผลลัพธ ก็จะไดผลลบตามตองการ 

 3 1 6 5 
       6+    2+  

1′ 4 3′ 8 

1 7 2 7 

 ดังนั้น 1438 – 3165   =  –1727   
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– 
 3            1 

– 

′ 
– – – 

บทสรุป  ในการลบธรรมดาที่มีการขอยืม กับการลบโดยวิธีทบสิบ และใส ′ บนตัวลบในหลักถัดไปนั้น

สอดคลองกันดังจะอธิบายโดยตวัอยาง การลบตอไปนี้ 

 การลบแบบขอยืม 

  4 3 4 3 

  2 8 2 8 

    1 5 

อธิบายไดดังนี ้ 43 = 30 + 13 

 ดังนั้น      43 – 28   = (30 + 13) – 28 

    = (30 + 13) – (20 + 8) 

    = (30 – 20) + (13 – 8) 

    = 10 + 5 

    = 15 

 การลบแบบทบสิบและใส  ′   

  4 3 4 3 
       2+ 

  2 8 2′ 8 

    1 5 

 อธิบายไดดังนี ้ 28 = 30 – 2 
             –28 = – (30 – 2)  =  –30 + 2 
 ดังนั้น      43 – 28 = 43 – 30 + 2 
    = (40 + 3) – 30 + 2 
    = (40 – 30) + (3 + 2) .......(*) 
    = 10 + 5 
    = 15 
 
 
 
 
 

   ′ 
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′ 

′ 
– 

′ 

′ 
– – 

ในบรรทัด  (*) คือ  

  4 3 
    2+ 

  2 8   จํานวนทบสิบของ 8 คือ 2นําไป 

บวกกับ 3 ได 5 

        คือ 40 – 20    =  40 – 30  

บทสรุป  1.  ในกรณีทีก่ารลบมีการขอยืม ถาใชบวกดวยจํานวนทบสิบและใส ′  เหนอืตัวลบในหลักถัดไป

จะสะดวกกวาการลบแบบขอยืมธรรมดา 

  2.  สําหรับผูที่ถนัดการลบแบบขอยืมอาจจะทําการลบโดยไมตองใชการบวกดวยจํานวนทบสิบก็

ได แตแทนที่จะลดคาตัวตั้งในหลักถัดไปลงหนึ่ง เปลี่ยนเปนคงตัวตั้ง ในหลักถัดไปไว แลวใส ′  เหนือตัว

ลบในหลกัถัดไปจะสะดวกกวา  เชน  

  4 3 4    3 

  2 8 2     8  
    1     5 

 

เร่ืองท่ี  1.3.2  การลบที่ไมตองคํานงึถงึการขอยืม 

 นอกจากการลบที่ตองคํานึงถึงถึงการขอยืมแลวอาจจะ ทําการลบที่ไมตองคํานึงถึงการขอยืมก็ได 

มีหลักการคิดดังนี ้

 เมื่อนําตัวลบมาพิจารณา มีขัน้ตอนการเปลีย่นตวัลบดังนี้  

 ขั้นท่ี 1  ตัวลบในหลักหนวยเปลี่ยนเปนจํานวนทบสิบของตัวลบในหลักหนวยนัน้ 

 ขั้นท่ี 2  ตัวลบที่เหลือเปลี่ยนเปนจํานวนทบเกา ของตัวลบหลักนั้นๆ  

 ขั้นท่ี 3  เมื่อหมดตัวลบแลวเพิ่มตัวเลขถัดไปทางซายอีกหนึ่งหลัก โดยใส 
_
1  เปนตัวบวก                       

(
_
1   หมายถึง –1 ในหลักทีเ่พิ่มขึ้นใหมนัน้)   

 เมื่อเปลี่ยนแปลงตัวลบเสร็จเรียบรอยแลวนาํไปบวกกับตวัตั้งก็จะไดผลลัพธตามตองการ สําหรับ

หลักซายสุดนัน้การบวกดวย 
_
1   ก็คือ การลบดวย 1 ในหลักซายสุดนั่นเอง 

การแปลงตัวลบโดยวิธีการนีอ้ธิบายไดดังนี ้

สมมติตัวลบ คือ 4   7   8   6  แปลงไดดังนี ้
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– 

  – + 

+ 

– 

 4 7 8 6 
  

 
_
1  5 2 1 4  

 
_
1   คือ  –1 จํานวนทบเกา จํานวนทบสิบในหลักหมื่น  

จะเห็นวา 4   7   8   6  แปลงเปน  
_
1   5   2   1   4 

พิจารณาตวัลบ   4   7   8   6  คือ  

–4   7   8   6 = –10000 + 5214 

  = (–1) × 104 + 5214 

  = 
_
1 5214 

 

ตัวอยางที่  1.3.7  จงหาผลลบของ  

  8   4   1   6   3  

  4   7   2   3   8 

             ก  

แนวคิด  8   4   1   6   3       เปลี่ยนเปน                 8   4   1   6   3 

  4   7   2   3   8                   
_
1   5   2   7   6   2 

             ก                  ก 

ทําการบวก      8   4   1   6   3 

ตามปกติโดย 
_
1  

•
5   2   7  6  2 

_
1   หมายถึง –1    0   3   6   9  2   5 

ในหลักแสน   

หมายเหตุ   •  เหนือ 5 ในหลักหมื่น หนึง่ •  ก็คือการทด 1 ไปหลักแสนซึ่งหักลางกับ  
_
1   ในหลกัแสน

พอดี ผลลัพธในหลักแสนจึงเปน 0 จะไดผลลัพธเปน  3   6   9   2   5  นั่นคือ ไดการลบดังนี ้

  8   4   1   6   3 

  4   7   2   3   8 

  3   6   9   2   5 

 



 33 

– 
+ 

+ 
+ 

– 

 
+ 

ตัวอยางที่   1.3.8   จงหาผลลบของ 

  8   6   7   3   5        เปลี่ยนเปน          8   6   7   3   5 

       4   8   2   1                                   
_
1   5   1   7   9 

  1   4   7   8   6             
_
1   8   5   2   1   4    

             ก                                                ก 

ทําการบวกปกติยกเวน  
_
1   คือ  –1 ในหลักนัน้ 

  8   6   7   3   5                   

  
_
1  

•
5    1  

•
7   

•
9  

         
_
1   

•
8   5   

•
2   1   4 

               6   7   1   2   8  

ผลลัพธ คือ 6   7   1   2   8                                                                                      

 •  ในหลักพันคือ การทด 1 ไปหลักหมืน่หักลางกับ 
_
1  ในหลักหมื่น นอกจากนี้ •  ในหลักหมื่นคอื 

การทด 1 ไปหลักแสน หักลางกับ  
_
1   ในหลักแสน 

ในกรณีที่ผลลัพธมีคาติดลบหลักซายสุดของผลลัพธจะอยูในรูป 
_
a  เมื่อ a เปนเลขโดดที่ 

มากกวา 0 เชน  
_
1 , 

_
2   เปนตน  ในการแปลงกลับเปนจํานวนลบก็ทําไดโดยผลลัพธหลักหนวยเปลี่ยนเปน

จํานวนทบสิบ หลักถัดมาทางซายเปลี่ยนเปนจํานวนทบเกาเมื่อเปลี่ยนมาถึง 
_
1   ใหเอา  

_
1   ออกแลวใส

เครื่องหมาย – แทน ซ่ึงเครื่องหมาย –  จะอยูหนาจํานวนทบเกาและทบสิบที่เปลี่ยนมากอนแลวผลที่ได

พรอมเครื่องหมาย –  ก็คือ จํานวนลบที่เปนผลลัพธนั่นเอง 

 เชน ผลลัพธคือ  
_
1    8   2   1    เปล่ียนเปนผลลัพธที่ไมมี  

_
1   ดังนี ้

   
_
1    8    2    1 

 

   –    1     7    9 

        ทบเกา ทบสิบ 

(เพราะ  
_
1    8   2   1  คือ  –1000 + 821  =  –179) 

ถาผลลัพธคือ  
_
2    8   3   7  ใหทําคลายกับการแปลง  

_
1    8   2   1  

แตกตางเฉพาะ   
_
2   เปลี่ยนเปน  –1  ดังนี ้
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– 

                  

– + 

  
_
2    8   3   7 =    – 2000 + 837 

    =    – 1000 + (–1000 + 837) 

    =    – 1000 + (–163) 

    =    – 1163 

   
_
2    8    3    7 

 

             –1    1    6    3 

                  ทบเกา ทบสิบ 

และถาผลลัพธเปน  
_
3    7   6   4  ก็แปลงคลายตัวอยาง ขางตนแต  

_
2   เปลี่ยนเปน –2  

 

ตัวอยางที่  1.3.9  จงหาคาของ 

  3   1   4   5 

  3   8   1   9 

         ก 

วิธีคิด 

    3   1   4   5        เปลี่ยนเปน         3   1   4   5 

    3   8   1   9                             
_
1   6   1   

•
8   1 

           ก         
_
1    9   3   2   6   

พิจารณา         
_
1   9   3   2   6    =   – 0674   =   – 674 

ดังนั้นผลลัพธคือ    – 674 

หมายเหตุ          
_
1   9   3   2   6  =   – 0  6   7   4  แสดงดังแผนผังตอไปนี ้

   
_
1    9    3   2    6 

 

เปลี่ยน  
_
1   เปน    –    0    6   7    4 

          ทบเกา    ทบสิบ 
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– 

+ 
+ 
+ 

+ 
– 
– 

– 
– 

 – 
– 

– 

+ 
+ 
+ 

ตัวอยางที่  1.3.10  จงหาคาของ    
  8   9   6   
  9   4   3   
  9   2   7 
  6   8   1 
              ก 
แนวคิด 

  8   9   6          เปลี่ยนเปน                
•
8   

•
9    6 

  9   4   3             
_
1    0   5   

•
7   

  9   2   7            
_
1    0  

•
7    3  

  6   8   1            
_
1    3   1   

•
9  

               ก           
_
2    3   4    5 

พิจารณาการแปลง                     
_
2    3    4    5   

จะได            
_
2    3    4    5   

  

           –1    6   5    5 

ดังนั้นผลลัพธคือ    –1655  
  
ตัวอยางที่   1.3.11   จงหาคาของ 
  8   1   4   1   3 
  2   1   3   1   2 
  9   2   1   4   6 
  2   3   4   3   2 
              ก 

แนวคิด     จากโจทยเปลี่ยนรูปเปน 

               8   1    4    1    3 

             
•
2    1    3    1    2  

        
_
1   0   

•
7   

•
8     5    4 

         
_
1   7    6   

•
5   

•
6    

•
8  

        
_
1   8    7   1    4    7    =   –12853 
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เร่ืองท่ี  1.3.3  การหาผลลบแบบรวบยอด 

 พ้ืนฐานการหาผลลบแบบรวบยอดนัน้ เปนพื้นฐานของสมการดังนี้ คือ  สําหรับจํานวนเต็มบวก 

a, b  และ c ใดๆ จะพบวา  a – b  = c  ก็ตอเมื่อ  a  =  b + c  เชน  8 – 5   =  3  ก็ตอเมื่อ  8  =  5 + 3  

ถาไมทราบคา c อาจเขียน  แทน c ดังนี้   

a – b  =     กต็อเมื่อ   a  =  b +  

จากรูปสมการลักษณะนี้ จึงควรฝกการหาคาจํานวนที่แทน   เสียกอน นอกจากนี้อาจมีกรณท่ีี

ผลบวกจํานวนทางซายและขวาของสมการไมเทากัน ก็จะทําใหกลายเปนอสมการ ถึงแมวามีตัวเลขใน

หลักหนวยของผลบวกเทากนัก็ตาม จึงควรฝกหาจํานวนที่แทน    ในอสมการ หรือสมการกอนดงันี้ 

ตัวอยางที่   1.3.12  จงหาจํานวนเต็มบวกที่นอยท่ีสุดหรือ 0 ท่ีเติมลงในกรอบ    แลวทําใหผลบวก

ทางซายและผลบวกขวามีคาหลักหนวยเทากัน และเขียน < , > หรือ  =  ถาผลบวกของจํานวนทางซาย 

นอยกวา, มากกวา หรือเทากบั ผลบวกของจํานวนทางขวา ตามลําดับ ลงในชองวาง ทางดานขวา   ซ่ึงตรง

หัวตารางเขยีน < , > , =  ไว และเขียน  • แสดงการมากกวาอยูเทาไร ทางดานที่มากกวา (•  มากกวาอยู 10, 

••  มากกวาอยู 20)  

 

ซาย ขวา < , > , = 

1 + 2 + 3             3 + 4 +   9 •<  

3 + 4 +  8 5 + 9 + 1 = 

9 + 6 + 3 + 9            3 + 1 +   3 >••  

         3 +   7   + 8 4 + 5 + 9 = 

8 + 8 + 9 + 9         3  + 8 + 4 + 9  >•  

3 + 7 + 1 9 + 9 +   8   + 5 ••<  

 3 + 4 + 5 +   6 1 + 3 + 6 + 8 = 

3 + 7 + 8 + 2  9 + 9 + 2 +   0  = 
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– 

– 

– 

 – 

ตัวอยางที่  1.3.13  จงหาคาของ 

  4 6 

  3 2 

     d 

แนวคิด    a : 4 6   ให      a       =    46 

    b : 3 2     b       =   32 

   c :   1 4d     c       =    a – b 

   จะได        a       =    b + c  

   เนื่องจาก 46      =    32 + 14 

   ดังนั้น     c       =    14 

  

ตัวอยางที่  1.3.14  จงหาคาของ  

  3 1 8 

  2 4 7 

       ก 

แนวคิด      a  :  3    1 8          ให a   =  318 

  b  :  2    4 7  b   =   247 

  C  :      7  1ก  c   =   a – b   

   จะได  a   =  b  +  c 

 หลักหนวยของ a คือ 8 หลักหนวยของ b คือ  7  จะไดหลักหนวยของ c คือ 1 หลักสิบของ a คือ 1 

หลักสิบของ b คือ 4 ตองหาหลักสิบของ c ท่ีทําใหผลบวกของตัวเลขในหลักสิบของ b + c ลงทาย ดวย 1 

ซ่ึง 1 เปนตัวเลขในหลักสิบของ a จะเห็นไดวาหลักสิบของ c ตองเปน 7 แต 4 + 7 =  11 ซ่ึงมากกวา 1 อยู 

10 จึงมีการทดผลบวกในหลักสิบของ      b + c  ไปยงัหลักรอย ในทีน่ี้จะเขียน •  เหนอื 7 

 หลักรอยของ a คือ 3 หลักรอยของ b คือ 2 จากผลบวกหลักสิบของ b + c มีการทด 1 ไปหลักรอย

จะได 2 + 1 = 3  ซ่ึงเปนตัวเลขในหลักรอย   ของ a พอดี จึงไมตองเขยีนตวัเลขในหลักรอยของ c จึงได c 

เทากับ 71 เปนคําตอบ                                                                           

• 
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– 

– 

- 

– 

– 

ตัวอยางที่  1.3.15  จงหาคาของ  

  4 8 1 5 

  2 9 3 1 

                                d                        

แนวคิด กa  :  4       8        1        5 

   b  :  2       9        3        1 

   c  :  1       
•
8        

•
8        4 

  

ในกรณีท่ี a, b และ c เปนจํานวนเต็มบวก ถา a < b จะได a – b เปนจาํนวนเต็มลบอาจเขียนแทน

ผลลบของ a – b ดวย – c นั่นคือ  a – b  = – c   จะพบวา a + c  =  b  จึงกลาวไดวา  a – b =  – c  

 ก็ตอเมื่อ  a + c  =  b 

 ดังนั้นการหาคา – c  ทําไดโดยหาคา c ท่ีนาํมาบวกกับ a แลวไดผลบวกเทากับ  b หลังจากนั้นใส

เครื่องหมาย – หนา c ก็จะได – c เปนคําตอบ 

 

ตัวอยางที่  1.3.16  จงหาคาของ 

2 9 3 1 

  4 8 1 5 

                             d                        

แนวคิดก              a  :  2       9        3        1 

                  b  :  4       8        1        5 

                 c  :  1       
•
8        

•
8        4 

 คําตอบ คือ  –1884 

  

เร่ืองท่ี 1.3.4  การหาผลบวก – ลบคละกันแบบรวบยอด 

 สําหรับจํานวนเต็มบวก a, b, c และ d จะพบวา  

 a + b – c  = d   ก็ตอเมื่อ  a + b  =  c + d 
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+ 
– 

+ 
– 

+ 
– 

 a – b + c  = d   ก็ตอเมื่อ  a + c  =  b + d 

 เนื่องจาก d เปนผลลัพธของการบวก – ลบ คละกัน และ d เปนจํานวนบวก จึงนํา d ไปบวกรวม
กับตัวลบทั้งหมด แยกไวพวกหนึ่ง แลวทําการหาคา d ซ่ึงเปนผลลัพธตามตองการในทางปฏิบัติ จะหา
ผลบวกของ     ตัวต้ังและตวับวกกอน แลวจึงหาคา d ท่ีทําใหผลบวกของ d กับตวัลบทั้งหมดมีคาเทากับคา
ของผลบวกของพวกแรก ดงัตัวอยาง ตอไปนี้ 
ตัวอยางที่  1.3.17  จงหาคาของ 

  4 8 7 

  5 2 1 

  7 9 9 

      กก 

แนวคิด  

เขียนใหมเปน      a  :  4       8       7 

   b  :  5       2       1 

   c  :  7       9       9 

   d  :  2       0      
•
9  

 หาคา d  ท่ีทําให c + d  =  a + b เนื่องจากผลบวกหลักหนวย ของ  a + b = 8 จึงตองทําใหผลบวก
หลักหนวยของ  c + d  ลงทายดวย 8  บังคับ ใหหลักหนวยของ d  เปน 9  แตหลักหนวยของ c  ก็คือ 9    ซ่ึง   
9 + 9   มากกวา  7 + 1 อยู 10   จึงเขียนจุดบน  9  ท่ีหลักหนวยของ  d  จดุนั้นจะทดไปในหลักสิบของ c + d  
 พิจารณาหลักสิบของ a + b จะได 8 + 2  =  10  จึงตองทําใหหลักสิบของ c + d เทากบั 10 แตหลัก
สิบของ c  คือ 9  และมีการทดของ c + d  จากหลักหนวยมา 1 จุด ได 9 + 1  =  10  ดังนั้น หลักสิบของ d 
จึงเปน  0  
 พิจารณาหลักรอยของ a + b จะได 4 + 5  =  9  เนื่องจากหลักรอยของ c  คือ 7 จึงทําใหหลักรอย
ของ d  เปน 2 จะทําให  4 + 5  =   7 + 2   
 คําตอบจึงเปน 209                                                        
ตัวอยางที่  1.3.18  จงหาคาของ 

  3 8 5 9 

  2 9 8 7 

  1 2 3 5 

                                ก 
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+ 

– 

– 
– 

  + 

 

+ 

– 
– 

แนวคิด 

เขียนใหมเปน              a      :  3      8      5      9              

                 b      :  2      9      8      7 

           c      :  1      2      3       5           

           d      :  2      1      0      7  

หมายเหต ุหลักหนวยของ d ไมตองเติมจดุเพราะผลบวกหลักหนวยของ  a + c  คือ   9 + 5  =  14  และ

ผลบวกหลักหนวยของ  b + d  คือ  7 + 7  =  14  ซ่ึง 9 + 5   =   7 + 7  จงึไมมีการทดคาที่ 

ตางกันไปหลักสิบ 

  

ตัวอยางที่   1.3.19   จงหาคาของ 

  9    8    5    7    5 
  7    9    7    4    2 
  1    2    3    4    5 
  5    6    7    8    9 
                             ด 

แนวคิด 

เขียนใหมเปน      a  :  9    8    5    7    5 

  b  : 
•
7    9    7    4    2 

   c  : 1    2    3    4    5 

  d  : 5    6    7    8    9 

    e  :   1    0   9    1   
•
8    

•
3  

 ในการคํานวณคา ต้ังแตหลักหนวยถึงหลักพัน คลายกับตวัอยางที่  1.3.18 กลาวคือ ถามีการใสจดุ 

จะใสจดุที่ชุดที่ผลบวกที่มากกวา กรณีหลักหมื่นพบวาหลักหมื่นของ  a + b  =  16   ขณะทีห่ลักหมื่นของ  

c + d + e    คือ  1 + 5 + 0  =  6   จะเห็นวา  9 + 7 มากกวา 1 + 5 + 0  อยู 10  จึงเขียนจุดที่ 7  ซ่ึงเปนตวับวก

ของ  9 + 7 แลวจึงทดจุดลงมาเปน 1 ในหลักแสนของผลลัพธ                                

 ในกรณีท่ี การบวก – ลบ คละกัน มีผลลัพธเปนจํานวนลบ จะตองแยกตัวลบทั้งหมดมารวมเปน

พวกเดียวกนั และนําตวัต้ัง ตัวบวกและคาสัมบูรณของผลลัพธ มาบวกกันใหมีคาเทากับผลรวมของตัวเลข 

(ไมคิดเครื่องหมายหนาผลลัพธ) ดังตัวอยาง ตอไปนี้  

จากโจทยนี้ตองหาคา d 
ท่ีทําให a + c = b + d 
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– 

+ 

+ 

– 

+ 
– 

– 

 
 + 
 – 

ตัวอยางที่  1.3.20  จงหาคาของ   

  3 8 4 7 

  6 7 5 3 

  1 3 5 9 

       ก 

 แนวคดิกรณนีี ้ผลลัพธเปนจํานวนลบ ถาให a  =  3847,  b  =  6753,  c  = 1359  และ d  เปน

จํานวนเต็มบวกซึ่ง 

 a – b + c    =   – d    จะได   a + c + d    =   b 

แนวคิด  

เขียนใหมเปน           a  :     3 8 4 7 

        b  :    6 7 5 3 

        c  :     1 3 5 9 

      d  :       ก 

 ในการคํานวณคา a – b + c  พบวา  a – b + c < 0   ดังนั้นคําตอบเปนจํานวนเต็มลบใหเปน – d จึง

นํา d ไปรวมกบั a  และ c ไวเปนพวกหนึ่ง แยก b ไวอีกพวกหนึ่งคํานวณคา d ท่ีทําให a + c + d  =  b 

ดังนั้น  
                     a  :     3 8 4 7 
        b  :    6 7 5 3 
        c  :     1 3 5 9 

      d  :  1           
•
5            

•
4           

••
7 ก 

คําตอบ คือ  – d =  – 1 5 4 7  
  
ตัวอยางที่  1.3.21  จงหาคาของ 
  3 2 5 1 
  4 8 2 9 
  5 6 7 8 
  7 8 9 0 
       ก 
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+ 
– 

 – 

แนวคิด  
เขียนใหมเปน            a  :     3 2 5 1 
         b  :   4 8 2 9 
         c  :     5 6 7 8 

       d  :  7 8 9 0 
       e  :  3 7 

•
9  0 

 คําตอบคือ   – e   =  – 3  7  9  0 

  

 

สนุกกับตัวเลข (2) 

หาตัวเหมือน หกตัวเหมือน 

271 × 41   =   11111 3367 × 33   =  111111 

271 × 82   =   22222 3367 × 66   =  222222 

271 × 123   =   33333 3367 × 99   =  333333 

271 × 164   =   44444 3367 × 132   =  444444 

271 × 205   =   55555 3367 × 165   =  555555 

271 × 246   =   66666 3367 × 198   =  666666 

271 × 287   =   77777 3367 × 231   =  777777 

271 × 328   =   88888 3367 × 264   =  888888 

271 × 369   =   99999 3367 × 297   =  999999 
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– 

– 

เร่ืองท่ี 1.3.5  การลบที่ผลลบเปนจํานวนเครื่องหมายคละ 

 ในการลบอาจจะเขียน – (ขีดบน) เหนือตัวเลขในหลักทีเ่ปนจํานวนลบก็ได    ซ่ึงผลลบที่จะได

เปนจํานวนเครื่องหมายคละ หลังจากนั้นแปลงเปนจํานวนในระบบฐานสิบก็จะไดคําตอบตามตองการ          

ดังตัวอยาง ตอไปนี ้

ตัวอยางที่  1.3.22  จงหาคาของ 4328316 – 2876439 

แนวคิด ขั้นท่ี 1  เขียนการลบเปนสองแถวโดยใหแถวแรกเปนตวัต้ัง และแถวที่ 2 เปนตัวลบ และสํารวจดู

วาแตละหลักที่ลบกันถาตัวต้ังมากกวาตัวลบ ก็ทําการลบกันแบบธรรมดา ถาตัวลบมากกวาตัวต้ัง ใสคาที่

ตัวลบมากกวาในชองผลลัพธแลวเขียนขดีบน – ดังนี้  

 4    3    2    8    3    1    6 

 2    8    7    6    4    3    9 

 2   
_
5    

_
5     2    

_
1   

_
2    

_
3  

ขั้นท่ี 2  แปลงตัวเลขในนิขิลัมสูตรใหเปนตัวเลขระบบฐานสิบ จะได  

 2    
_
5     

_
5    2    

_
1    

_
2     

_
3  

 

 1    4     5     1    8     7     7   

 ซ่ึง  1 4 5 1 8 7 7   เปนผลลัพธ 

 นั่นคือ  4328316 – 2876439    =   1451877 

  

ตัวอยางที่  1.3.23  จงหาคาของ 673425 – 387619 

แนวคิด 

 6    7     3    4    2     5 

 3    8     7    6     1     9 

3    
_
1    

_
4    

_
2     1    

_
4  

 

 2    8     5     8     0    6     

 ดังนั้น  673425 – 387619   =   285806 
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– 

– 

ตัวอยางที่  1.3.24  จงหาคาของ 341659 – 459283 

แนวคิด    

วิธีท่ี 1   3    4    1    6     5    9 

   4    5    9    2     8    3 

 
_
1   

_
1    

_
8     4     

_
3    6 

 

 
_
1   

_
1    

_
7    

_
6     

_
2    

_
4  

 

             –1    1    7     6     2    4     

ดังนั้น 341659 – 45983    =   – 117624 

วิธีท่ี 2    3    4     1     6     5     9 

 4    5      9     2     8    3 
_
1    

_
1     

_
8     4    

_
3    6 

 
   – (1   1     8    

_
4     3   

_
6 ) 

 

             –1    1     7    6     2    4   

ดังนั้น  341609 – 45983   =   –117624                   

ทศนิยม  ทศนยิมในเวทคณิตกับทศนิยมในระบบตัวเลขฐานสิบคลายกนั กลาวคือ ตัวเลขหลังจุดทศนิยมมี

จํานวนเทากนั และตําแหนงของจุดทศนิยมอยูท่ีเดยีวกัน เมื่อเปล่ียนจํานวนที่มีจุดทศนิยมจากระบบตัวเลข

ฐาน 10 เปนตัวเลขในเวทคณิต 

 

ตัวอยางที่  1.3.25  จงแปลง 120 . 981  เปนตัวเลขในนิขิลัมสูตร 

แนวคิด   1    2    0    •      9     8    1 
  

   1    2    1    •     

_
0     

_
2    1 

ดังนั้น 120 •  981  =   1 2 1 •  
_
0  

_
2   1 
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– 

– 
+ 

– 
+ 

– 

ตัวอยางที่   1.3.26  จงแปลง 1 •   7  
_
3   2  

_
8    เปนตัวเลขในระบบฐานสิบ 

แนวคิด          1 •   7    
_
3     2   

_
8  

 

          1 •   6     7    1    2 

ดังนั้น   1 •   7   
_
3    2   

_
8    =   1 •   6712 

  

ตัวอยางที่   1.3.27  จงแปลง   
_
3  •  2  

_
1   4  

_
6   เปนตัวเลขในระบบฐานสิบ 

แนวคิด    
_
3  •   2   

_
1    4   

_
6      =   – (– (

_
3  •   2   

_
1    4   

_
6 )) 

=  – (3 •  
_
2    1   

_
4   6) 

 

  =    –2 •    8    0   6   6 

ดังนั้น     
_
3  •   2   

_
1    4   

_
6    =  – 2  •  8   0  6   6 

  
ตัวอยางที่   1.3.28  จงหาคาของ  

 4   8   3   1   0 

 3   7   4   6   1 

 5   2   1   4    8 

 1   2   3   4    5 

            ก 

แนวคิด      คิดบวก – ลบ คละกันในแตละหลักผลลัพธท่ีไดจะเปน จํานวนเครื่องหมายคละ แลวแปลงเปน
จํานวนในระบบฐานสิบดังนี ้

 4   8    3    1   0 

 3   7    4    6   1 

 5   2    1    4   8 

1   2    3    4   5 

 5   1   

_
3   

_
5    2ก 

 

 5   0    6   5    2 

ดังนั้น ผลลบ คือ  5 0 6 5 2                                                                       
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– 

+ 

– 

– 

+ 

– 

ตัวอยางที่  1.3.29  จงหาคาของ  

 3   7   4   6   1 

 8   8   3   9   9 

 1   2   3   4    5 

 5   1   3   4    6 

                        ก 

แนวคิด 

  3    7    4    6    1 

  8    8    3    9    9 

  1    2    3    4    5 

   5    1    3    4    6 
  

_
1    

_
2     1    

_
3    

_
7  

 

  

_
1    

_
1    

_
9    

_

3    
_
7  

             –1     1    9     3    7 

ดังนั้น  ผลลบคือ –1 1 9 3 7  
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- - 

- - 

- - 

- - 

- - - 

- 

- 

- 

- - 

- - 

- 

แบบฝกหัดท่ี 1.3 

1.  จงหาผลลบตอไปนี้  

(1)  100 – 36  =  ______________ (2)  100 – 47  =  ______________ 

(3)  100 – 89  =  ______________ (4)  1000 – 327  =  ____________ 

(5)  1000 – 638  =  ____________ (6)  1000 – 95  =  _____________ 

(7)  10000 – 6759  =  __________ (8)  10000 – 328  =  ___________ 

(9)  10000 – 2149  =  __________ (10)  100000 – 12345  =  _______ 

(11)  100000 – 39393  =  _______ (12)  100000 – 567  =  _________ 

 

2.  จงหาผลลบตอไปนี้ โดยใชเฉพาะจํานวนทบเกา ทบสิบ ′  และการบวก 

 

(1)     3    6   

         2    8 

                 ก 

(2)     3    2    4 

         1    1    8 

                       ก 

(3)     4    3    7 

         2    6    9 

                       เ 

(4)     5    0    6 

         1    0    7 

                      ก 

(5)     7    2    8 

               8    9 

                       กก 

(6)     8    7    4    2 

         3    7    9    6 

                              ก 

(7)     4    9    0    6    2 

               8    6    4    8 

                                    ก 

(8)     8    7    2    1    1 

               3    0    8    8 

                                   ก 

(9)     9    8    3    5    8 

         7    9    4    6    7 

                                   เ 

(10)   8    6   4    2    3    7 

         2    7    0   0    3    8 

                                        d 
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- - - 
- + 

+ 

- - 

- - 

- - - 

- 
+ 

- 
-
+ 

-

-
-

-

-
+ 

+ 

+ 
-

- 
- 

+ - - 
-
-

-
-

+ 

3.  จงหาคาตอไปนี้  โดยวิธีท่ีแตกตางกนั 3 วิธี 
 

(1)     4    7    9 

         2    9    8 

         3    4    5 

                       เ 

(2)     6    6    6 

         1    2    3 

         5    4    8 

                      ก 

(3)     9    9    9 

         6    7    4 

         1    8    8 

                      ก 

(4)     4    5    1    8 

         1    2    3    8 

               9    4    2  ก 

         3    1    2    6 

                             d 

(5)          3    2    1 

         4    7    2    9 

         6    5    8    7  ก 

         1    2    3    4 

                             d 

(6)     1    4    8    7 

         2    3    6    7 

         8     2    6    9  ก 

         7    2    8    4 

                             d 

(7)     4    1    4 

         5    8    2 

         6    7    9 

         6    1    6 

                      ก 

(8)     7    6    8 

         1    7    9 

         5    4    6 

         5    2    8 

                      ก 

(9)     4    4    8 

         6    2    3 

         8    1    2 

         1    7    4 

                      ก 

(10)   2    7    4 

         5    8    5 

         4    1    6 

         7    3    1 

                      ก 
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--- - 

+ 

+ 
-
-

-

-

(11)   4    7    1    8    4 

         6    5    3    2    5 

         7    8    6    2    9 

         3    2    4    4    4 

         1    1    1    2    1 

                                    ก 

(12)   5    9    4    8    9 

         6    6    6    6    6 

         9    8    7    6    5 

         3    4    5    6    7 

         5    4    3    2    5 

                                    ก 

 

 

4.  จงหาคาของ  31456 – 47474 + 38641 – 27264 + 38886  =   ______________ 
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หนวยท่ี 2   
ทักษะการคํานวณ 2  (การคูณ) 

 
ตอนที่  2.1  การคูณโดยใชคาเบี่ยงฐาน 
ตอนที่ 2.2  การคูณโดยการจัดตําแหนงผลคูณ 
ตอนที่ 2.3  การคูณโดยใชตาราง 
ตอนที่ 2.4  การคูณแนวตั้ง และการคูณไขว 
 
แนวคิด 1.  ฐานในระบบทศนิยม หมายถึง จํานวนในรูป 10n เมื่อ n เปนจํานวนเต็มบวก และเรียก 
      จํานวนเหลานั้นวาฐาน 10n 
 2.  จํานวนที่อยูใกล 10n

 ระยะหางระหวางจํานวนกับฐาน 10n ที่คิดทิศทาง เรียกวา คาเบี่ยงฐาน 
       ของจํานวนนั้น 
 3.  ในการหาผลคูณของจํานวนที่อยูใกลฐานเดียวกัน เมื่อทําการคูณโดยใชคาเบี่ยงฐานจะ 
      สะดวกกวา 
 4.  วิธีการคูณจํานวนมีไดหลากหลายวิธีทั้งการคูณโดยการจัดตําแหนงผลคูณ การคูณโดยใช 
      ตาราง หรือการคูณแนวตัง้และการคูณไขว ซ่ึงแตละวธีิจะมีกระบวนการที่แตกตางกัน 
 
วัตถุประสงค   
 เมื่อศึกษาหนวยที่ 2 จบแลวนักเรียนสามารถ 
 1. มีกระบวนการคูณไดหลากหลายวิธี 
 2. ออกแบบการคูณจํานวนตามแนวคดิสรางสรรคของตนเอง 
 
กิจกรรมระหวางเรียน 
 1. อาจารยอธิบายเนื้อหา กระบวนการวิธีคิดคาํนวณการคูณโดยใชคาเบีย่งฐานการคูณโดย 
        การจัดตําแหนงผลคูณ การคูณโดยใชตารางการคูณแนวตั้งและการคูณไขว 
 2. นักเรียนทํากิจกรรมตามตัวอยางและแบบฝกหัด 
 3. นักเรียนประเมินพัฒนาการของตนเอง 
 
สื่อการสอน 
 1. เอกสารการสอน 
 2. แบบฝกปฏิบัติ 
 3. เครื่องฉายขามศีรษะ 
 
ประเมินผล 
 ประเมินผลจากแบบฝกหัดและการทดสอบ 
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ตอนที่ 2.1  การคูณโดยใชคาเบี่ยงฐาน 

เร่ืองท่ี 2.1.1  คาเบี่ยงฐาน 

 ตัวเลขในเวทคณิต เชนเดียวกับตวัเลขระบบฐานสิบ กลาวคืออิงฐานของระบบฐานสิบ และ

ขณะเดียวกันจะระบุคาเบีย่งฐานควบคูไปดวยในกรณีตองการคูณหรือหาร โดยตวัเลขในเวทคณติจะยดึ

ฐาน 10, 100, 1000, ..., 10n และระบุคาเบีย่งฐานของจํานวนเหลานั้น ซ่ึงคาเบี่ยงฐานมีทั้งคาบวก คาลบ 

และศูนย จะอธิบาย คาเบี่ยงฐานโดยใชตัวอยางประกอบดังนี ้

ตัวอยางที่ 2.1.1 103 มีคามากกวา 100 อยู 3 กลาววา 103 มีคาเบี่ยงฐาน  จาก 100 เปน + 03 

   94 มีคานอยกวา 100 อยู 6 กลาววา 94 มีคาเบี่ยงฐาน จาก 100 เปน – 06  

   28 มีคามากกวา 10 อยู 18 กลาววา 28 มีคาเบี่ยงฐาน จาก 10 เปน + 18 

   22 มีคานอยกวา 100 อยู 78 กลาววา 22 มีคาเบี่ยงฐาน จาก 100 เปน –78         

 ในการเขยีนตวัเลขพรอมระบบฐานในเวทคณิตนั้น จํานวนตวัเลขโดดของคาเบี่ยงฐานจะตอง

เทากับจํานวน 0 ที่ปรากฏในฐานนั้น ๆ ดังตวัอยางตอไปนี้ 

 

ตัวอยางที่  2.1.2  

 103 เขียนในระบบฐาน 100 พรอมคาเบี่ยงฐานเปน 103 + 03   

 94 เขียนในระบบฐาน 100 พรอมคาเบี่ยงฐานเปน 94 – 06  

 115 เขียนในระบบฐาน 100 พรอมคาเบี่ยงฐานเปน 115 + 15 

 1012เขียนในระบบฐาน1000 พรอมคาเบี่ยงฐานเปน1012 + 012 

 971 เขียนในระบบฐาน 1000 พรอมคาเบี่ยงฐานเปน 971 – 029                                              

หมายเหตุ  ในการกําหนดฐานเพื่อหาคาเบี่ยงฐานสําหรับจํานวนใด ๆ นั้นจะไมเลือกฐานที่ทําใหขนาด

ของคาเบี่ยงฐานมีจํานวนมากเกินไป เชน 12 จะเลือกฐานเปน 10 มีคาเบี่ยงฐานเปน +2 จะไมเลือกฐาน 

100 เพราะมีคาเบี่ยงฐานเปน –88 ซ่ึงมีขนาดเปน 88 ซ่ึงมากเกินไป นอกจากนี้สําหรับบางจํานวนเชน 41 

ถาเลือกฐาน 10 จะไดคาเบี่ยงฐานเปน +31 ในขณะที่เลือกฐาน 100 จะไดคาเบี่ยงฐานเปน –59 ซ่ึงทั้ง 

+31 และ -59 มีขนาดเปน 31 และ 59 ซ่ึงมากเกินไป ในทางปฏิบัติอาจจะเลือกฐานยอยสําหรับชวยใน

การคํานวณ ซ่ึงฐานยอยไดแกพหุคณูของฐาน 10, 100, 1000, ...เชน 20, 30, ..., 200, 300,... สําหรับฐาน

ยอยจะกลาวถึงในบทที่ 6 
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แบบฝกหัดที ่2.1.1 

 
1. จงระบุฐานของจํานวนตอไปนี้ พรอมทั้งบอกคาเบี่ยงฐาน 
 (1.1)  102  (1.2)  12       (1.3)  97     (1.4)  19    (1.5)    112 
 (1.6)  975     (1.7)  10008     (1.8)  89     (1.9)  75    (1.10)  29 
 
2. จงตรวจสอบวาการระบุฐานและการเขยีนจํานวนพรอมคาเบี่ยงฐานของจํานวนตอไปนี้ถูกตอง

หรือไม สําหรับการระบุที่ไมถูกตองจงแกไข 
 
 

จํานวน ฐาน จํานวนพรอมคาเบี่ยงฐาน แกไข 

111 100 111 + 11  

6 10 6 – 4   

97 100 100 – 3   

107 100 100 + 3  

992 1000 992 + 8  

9972 1000 1000 – 22   

10025 10000 10025 – 25   

 

3. จากฐานและคาเบี่ยงฐานทีก่ําหนดมาให จงหาจํานวนเหลานั้นและ เขียนจํานวนพรอมคาเบี่ยงฐาน 

 ฐาน คาเบี่ยงฐาน จํานวน จํานวนพรอมคาเบี่ยงฐาน 

(3.1) 10 + 3 13 13 + 3 

(3.2) 100 – 03     

(3.3) 100 – 07   

(3.4) 1000 + 014   

(3.5) 1000 – 019   

(3.6) 10000 – 0031   

(3.7) 1000 + 374   
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× 

 

 

  สนุกกับตัวเลข (3) 

ผลคูณที่ไดตัวเลขเรียงจากนอยไปมาก 

1 × 1 

22 × 3 

3 × 41 

2 × 617 

3 × 5 × 823 

26 × 3 × 643 

127 × 9721 

2 × 32 × 47 × 14953 

32 × 13717421 

2 × 32 × 5 × 13717421 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

1 

12 

123 

1234 

12345 

123456 

1234567 

12345678 

123456789 

1234567890 

 

เร่ืองท่ี 2.1.2  การคูณโดยใชคาเบี่ยงฐาน 

  วิธีการคูณทัว่ ๆ ไปนั้นใชไดกับทุกกรณีของการคูณซึ่งไมยุงยากซับซอนจนเกินไป อยางไรก็

ตาม วิธีเฉพาะในเวทคณิตนัน้สะดวกและงายกวา กลาวคือ จะใชการคูณเฉพาะหลักทางดานขวาของ

สองจํานวนทีคู่ณกัน สวนหลักทางซายถัดมาจะใชวิธีการบวก นอกจากนี้การคูณหลักทางขวานัน้จะอิง

นิขิลัมสูตร วิธีการคูณจะจําแนกตามชนดิดงัตัวอยางตอไปนี้ 

ชนิดท่ี 1  ผลคูณคาเบี่ยงฐานมีจํานวนเลขโดดไมเกินจํานวนตัวเลข 0 ของฐาน   

ตัวอยางที่  2.1.3  จงหาผลคูณของ 13 × 11 

แนวคิด ขั้นท่ี 1  เขียน 13 และ 11 แบบจํานวนพรอมคาเบี่ยงฐาน 10 และตั้งคูณ 

           13 + 3 

           11 + 1 

หมายเหตุ สําหรับฐาน 10 มี 0 เพียงตัวเดียว ดังนั้นคาเบี่ยงฐานจึงเขียนเลขโดดตัวเดียว 
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× 

  ขั้นท่ี 2  แบงผลคูณที่จะไดออกเปนสองสวน โดยใช / เปนตัวแบง  ซ่ึงจะแยกผลคูณจาก 
คาเบี่ยงฐานไวตางหากดังนี้ 

           13 + 3 

           11 + 1 

                /     
  ขั้นท่ี 3  หาผลคูณของคาเบี่ยงฐานแลวใสผลลัพธไวทางขวาของ / ที่จะไดเปน 3 เพราะ 3 × 1 = 3 

           13 + 3 

           11 + 1 

                /  3 
  ขั้นท่ี 4  ทางดานซายของ / หาผลลัพธโดยหาผลบวกของตัวตั้งกับคาเบี่ยงฐานของตัวคูณ จะได 
13 + 1 = 14 (หรือหาผลบวกของตัวคูณกับคาเบี่ยงฐานของตัวตั้ง จะได 11 + 3 = 14 ซ่ึงจะเทากับ 13 + 1) 
  การหาผลบวกแบบนี้เรียกวา การหาผลบวกทแยง เพราะ 13 + 1 หรือ 11 + 3 เปนการบวก 
แนวทแยง 

  นั่นคือ      13 + 3 

           11 + 1 

           14 /  3  

  ขั้นท่ี 5  เอาขีด / ออกจะได 143 เปนผลลัพธ 

  นั่นคือ  13 × 11 = 143                                                                                     
 
ตัวอยางที่  2.1.4   ตัวอยางตอไปนี้เปนผลลัพธจากวิธีคิดตามตัวอยางที่  5.1 

  14 + 4     11 + 1    19 + 9 

  12 + 2     15 + 5    11 + 1 

  16  /  8     16  / 5    20  /  9   

จะได 14 × 12 = 168,  11 × 15 = 165, 19 × 11 = 209                        

  17 + 7     12 + 2    13 + 3 

  11 + 1     13 + 3    13 + 3 

  18  / 7      15  / 6    16  / 9 

จะได 17 × 11 = 187,  12 × 13 = 156 และ  13 × 13 = 169                    

× 

× × × 

× × × 
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× 

× 

  ตอไปจะกลาวถึงกรณีที่ผลคูณคาเบี่ยงฐานเปนเลขสองหลัก 

  ตัวอยางตอไปจะเปนการคูณตัวเลขที่ฐานเปน 100 

ตัวอยางที่  2.15  จงหาคาของ 106 × 105 

แนวคิด            106 + 06 

             105 + 05 

             111 /  30       ไดจาก 06 × 05 

                         

 

ตัวอยางที่  2.1.6   จงหาคาของ 

  (1)  111 × 112 

  (2)  113 × 114 

  (3)  117 × 118    

แนวคิด  (1)        111 + 11 

            112 + 12 

            123 / 132  = 123 + 1/32 = 12432 

(เนื่องจาก 11 × 12 = 132 แตคาเบี่ยงฐานเปนเลขสองหลักจึงเขียน 132     เปน 132 เพื่อแสดงวา 1 เปน

ตัวทด 

  นั่นคือ 111 × 112 = 12432 

หมายเหตุ  ในการหาคา  11 × 12 ทําไดโดย 

           11 + 1 

           12 + 2 

           13 /  2  =  132 

 

 

 

 

                ไดจาก 106 + 05 
                หรือ     105 + 06 
จะได 106 × 105  = 11130 
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× 

× 

× 

ในการหา  111 × 112  อาจเขียนตอเนื่องเปนดังนี้ 

              ฐาน 100     ฐาน 10 

    111    +   11   +  1 

    112    +   12   +  2 

    123    /    13     /   2      =  123/132  =  123 + 1/32 

               =  12432 

(2)           ฐาน 100     ฐาน 10 

    113    +   13   +  3 

    114    +   14   +  4 

    127    /    17    /   12     =  127/17  + 1/2 

             =  127/18/2 

             =  127 + 1/82 

             =  12882 

(3)          117    +   17   +  7 

    118    +   18   +  8 

     135    /    25    /  56        =  135 + 2/5 + 5/6 

                =   137/10/6 

                =   137 + 1/0/6 

                =   13806                                          

 

หมายเหตุ   ในการหาผลคูณแบบตอเนื่อง ดังตัวอยางที่  5.4 ตัวเลข ทางดานขวาของ/นับตั้งแตขีด/แรก

จากขวาจะเปนตัวเลขโดด ถาไดผลลัพธเปน     เลขโดดมากกวาหนึ่งตัวจะคงตัวเลขทางขวามือไว สวน

ตัวเลขทางซายจะเปน ตัวทด นอกจากนี้ในการคํานวณหาผลคูณจากโจทยผลลัพธในชองขวาสุดเทานั้น

จะไดจากผลคูณ สวนผลลัพธในชองถัดไปทางซายจะไดจากผลบวกตามวิธีที่ไดกลาวมาแลว  
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× 

× 

ชนิดท่ี 3  กรณีที่ตัวตั้งและตัวคูณมีจํานวนหลักตางกัน การเลือกฐานจะเลือกฐานของตัวเลขที่มีจํานวน

หลักนอยกวา  

ตัวอยางที่   2.1.7  จงหาคาของ 103 × 2312  

แนวคิด   ใชฐาน 100  

       จะได      103   +      03 

                   2312   + 2212 

                2315  /  6636              =   2315 + 66/36 

                 =   238136 

  นั่นคือ   103  ×  2312   =  238136                                                         

หมายเหตุ  สําหรับฐาน 100 จะเห็นวา 2312 มีคาเบี่ยงฐานเปน +2212 จึงเขียน 2312 + 2212  ในสวนที่

เปนตัวคูณ 

  ในผลคูณทางขวาของ / เนื่องจาก 3 × 2212  = 6636  แตฐานเปน 100 จึงตองการเลขโดดใน

สวนนี้เพียง 2 ตัวคือ 36 สวน 66 นั้นเปนตัวทดในหลัก 100 และหลัก 1000  

  สําหรับผลบวกทแยง คือ 103 + 2212  หรือ   2312 + 3  

 

ตัวอยางที่  2.1.8  จงหาคาของ  103 × 13 

แนวคิด    ใชฐาน  10  

     จะได           103   +   93 

                     13   +     3 

                106  /  279           =   106 + 27/9    

                 =   1339   

  นั่นคือ   103  ×  13   =  1339                                                                               

ชนิดท่ี 4  จากตัวอยางการคูณทั้ง 3 ชนิดนั้นจะมีอยางนอยหนึ่งจํานวน ซ่ึงอาจจะเปนตัวตั้ง หรือตัวคูณที่

คาเบี่ยงฐานมีคาเปนบวกเล็กนอยไมเกินคาของฐาน การคูณชนิดที่ 4 จะเปนการคูณซึ่งตัวตั้งและตัวคูณ

มีคาเบี่ยงฐานมีคาเปนลบ  
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× 

× 

x x x 

ตัวอยางที่   2.1.9    จงหาคาของ 

      (1)   9  ×  6                      (2)  6  ×  5 

แนวคิด     (1)      9    –   1 

       6    –    4  

       5    /     4 

            ไดจาก (–1) × (–4)  =  4 

            ไดจาก  9 + (–4)  =  9 – 4  =  5 

            หรือ      6 + (–1)  =  6 – 1  =  5 

  ดังนั้น  9  ×  6    =  54  

(2)       6    –   4 

       5    –   5 

       1   /   20                =  1 + 2/0   =   30 

            ไดจาก (– 4) × (–5)  =  20 

            และตองทด 2 

            ไดจาก  6 –  5  =  1  (หรือ 5 – 4) 

  ดังนั้น  6  ×  5    =  30 

               

ตัวอยางที่  2.1.10  ตอไปนี้เปนการหาผลคูณของจํานวนสองจํานวนที่มีคาเบี่ยงเบนฐานเปนลบ 

 

8   ×   6 91   ×   93 89   ×   97 

8   –   2 91   –   09 89   –   11 

6   –   4 93   –   07 97   –   03 

4   /   8 84   /   63 86   /   33 

ดังนั้น  8 × 6 = 48    ดังนั้น 91 × 94 = 8463 ดังนั้น 89 × 97 = 8633 
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x x x 

x x 

× 

 
     64   ×   98 79   ×  97    988   ×   998 

     64   –   36          79   –   21    988   –   012 

     98   –   02          97   –   03    988   –   002 

     62   /   72          76   /   63    986   /   024 

ดังนั้น 64 × 96 = 6272 ดังนั้น 79 × 97 = 7663   ดังนั้น 988 × 988 = 986024 

  

   998   ×   995    99976   ×   99998 

   998   –   002    99976   –   00024 

   995   –   005    99998   –   00002 

   993   /   010    99974   /   00048 

ดังนั้น 998 × 995 = 993010 ดังนั้น 99976 × 99998 = 9997400048 

 

ชนิดท่ี 5   กรณีสองจํานวนที่คูณกันจํานวนหนึ่งมีคาเบี่ยงฐานเปนบวก และอีกจํานวนหนึ่งมี 

คาเบี่ยงฐานเปนลบ 

ตัวอยางที่  2.1.11  จงหาคาของ  13 × 9  

แนวคิด           13   +   3  

         9   –    1 

       12    /   
_
3             =   12

_
3   =  117   

            ไดจาก   3 × (–1)  =  –3   =  
_
3  

            ไดจาก  13 – 1      =   12 (หรือ 9 + 3) 

 ดังนั้น  13  ×  9   =   117   
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แบบฝกหัดที ่2.1.2 

 

1.  จงหาผลคูณตอไปนี ้

(1.1)   12 × 12 (1.2)  14 × 13 (1.3)   17 × 17 

(1.4)  108 × 103 (1.5) 102 × 103  (1.6)  112 × 108 

(1.7)  113 × 109 (1.8) 112 × 111 (1.9) 1002 × 1007 

(1.10) 1007 × 1012 (1.11) 1110 × 1004 (1.12) 1003 × 1002  

 

2.  จงหาผลคูณตอไปนี ้

(2.1)   89 × 99 (2.2)  87 × 88 (2.3)   91 × 93 

(2.4)  989 × 995 (2.5) 999 × 988  (2.6)  998 × 992 

(2.7)  9998 × 9995 (2.8) 9989 × 9980 (2.9) 9988 × 9996 

(2.10)  98 × 102  (2.11) 108 × 98   (2.12) 1004 × 995   

(2.13) 1007 × 988 (2.14) 1110 × 989  (2.15) 1003 × 998   

 

สนุกกับตัวเลข  (4) 

ผลคูณที่ไดตัวเลขเรียงกลับ 

1 × 1 = 1 

3 × 7 = 21 

3 × 107 = 321 

         29 × 149 = 4321 

3 × 19×953 = 54321 

3 × 218107 = 654321 

19 × 402859 = 7654321 

32 × 9739369 = 87654321 

32 × 109739369 = 987654321 
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× 

  สองชอง คือ ตําแหนงที่ใช
เขียนผลคูณของ a × (b × 10) ซ่ึง
จะอยูในตําแหนงหลักสิบ และ
ตําแหนงหลักรอย 

× 

ตอนที่ 2.2  การคูณโดยการจัดตําแหนงผลคูณ 

เร่ืองท่ี 2.2.1  การคูณท่ีตัวตัง้และตัวคูณประกอบดวยเลขโดดสองตัว 

 การคูณโดยการจัดตําแหนงผลคูณ สําหรับ a และ b ซ่ึงเปนเลขโดดสองตัวจะมีคาเปนจํานวน
เต็ม ตั้งแต 0 ถึง 9 ผลคูณ a × b จะมีคาเทากบั c × 10 + d สําหรับบางเลขโดด c และ d  
ถาเขียน  c × 10 + d เปนตัวเลขที่มีคาประจําตําแหนง จะได c × 10 + d  =  cd นั่นคือ a × b  =  cd  จึง
เห็นไดวา ผลคณูของเลขโดด a และ b  มีคาเปนจํานวนทีป่ระกอบดวยตัวเลขที่ไมเกนิสองหลัก  
 เชน  9 × 9  =  81   (คามากทีสุ่ดของผลคูณเลขโดดสองตัว) 
   6 × 5  =  30    
         1 × 7  =  7   หรือ 07 เปนตน 
 ดังนั้น ถา a และ b เปนเลขโดดในหลักหนวย จะมีผังการคูณ ดังนี้  
 

สิบ หนวย 

 
 
a 

b 
  

  
 ถา a เปนเลขโดดในหลักหนวย และ b เปนเลขโดดในหลกัสิบ และเขียน a และ b ในรูป 
คาประจําตําแหนง จะได  
 a  มีคาเทากับ a และ b มีคาเทากับ  b × 10  
ดังนั้น ผลคูณของจํานวนทั้งสองจะอยูในรปู 
   a × (b × 10)    =  cd × 10   (a × b  =  cd) 
       =  cdo    ( cdo เขียนในรูปคาประจําตําแหนง) 
 แสดงวา ถา a เปนเลขโดดในหลักหนวย และ b เปนเลขโดดใน หลักสิบ จะมีผังการคูณ ดังนี ้
 

รอย สิบ หนวย 

 
 
 

b 
  

 
a 

   

  สองชอง คือ ตําแหนงที่ใชเขียนผลคูณ
ของ a × b ซ่ึงจะอยูในตําแหนงหลักหนวย 
และตําแหนงหลักสิบ (กรณีผลคูณที่ไดเปน

เลขโดดตัวเดยีว    ในหลักสิบ หมายถึง 0) 
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× 

  สองชอง คือ ตําแหนงที่ใชเขียน
ผลคูณของ (a × 10) × (b × 10) ซ่ึงจะ
อยูในตําแหนงหลักรอย และหลักพัน 

× 

× 

 ทํานองเดียวกนั ถา a เปนเลขโดดในหลักสิบ และ b เปนเลขโดดในหลักหนวยจะมผัีงการคูณ 

ดังนี ้

รอย สิบ หนวย 

 
 
a 

 
  

 
 

b 

   

 

และถา a และ b ตางก็เปนเลขโดดในหลักสิบ จะมีผังการคูณ ดังนี้  

พัน รอย สิบ หนวย 

 
 
 

 
  

 
a 

b 

 
 

    

 

 ถา a, b, c, d  ตางเปนเลขโดด และ  ab กับ cd  เปนตัวเลขที่เขียนในรูปทีม่ีคาประจําตําแหนง  

ab × cd จะมีผังการคูณ ดังนี้   

 

  พัน รอย สิบ หนวย 

 

 
 

 
 

 
  

a 

c 

b 

d 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(1) 
 
(2) 
 
(3) 
 
(4) 
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× 

× 

บรรทัด (1) ชอง   สองชอง แสดงตําแหนงของผลคูณ b × d  

บรรทัด (2) ชอง   สองชอง แสดงตําแหนงของผลคูณ (a × 10) × d 

บรรทัด (3) ชอง   สองชอง แสดงตําแหนงของผลคูณ c × (b × 10) 

บรรทัด (4) ชอง   สองชอง แสดงตําแหนงของผลคูณ (a × 10) × (c × 10)  

 ถายายตําแหนงของชอง   สองชองในบรรทัด (4)  ไปยงับรรทัด   (1)  ใหอยูในหลักพันและ

หลักรอย จะไดผังการคูณ ดงันี้  

 

พัน รอย สิบ หนวย 

 

 
 

 
 

 
  

a 

c 

b 

d 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    

 ผลลัพธที่ไดจากการบวกจํานวนในบรรทดั (1), (2) และ (3) ที่มีหลักตรงกันตามปกติ  

 

ตัวอยางที่ 2.2.1  จงหาผลคูณของ  48 × 69 

วิธีคิด         4 8 

       6 9 

(24 ไดจาก 4 × 6)       2 4 7 2      ( 72 ไดจาก 8 × 9) 

                 3 6     ( 36 ไดจาก 4 × 9) 

              4 8     (48  ไดจาก 8 × 6) 

        3 3 1 2    

 ดังนั้น  48 × 69   =  3312  

             

(1) 
 
(2) 
 
(3) 
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× 

(1) 
(2)          e  เปนตัวคูณ 
(3) 
(4) 
(5)          d เปนตัวคูณ 
(6) 

ตัวอยางที่ 2.2.2  จงหาผลคูณของ  41 × 69 

วิธีคิด         4 1 

       6 9 

(24 ไดจาก 4 × 6)         2 4 0 9        ( 09 ไดจาก 1 × 9) 

                   3 6    ( 36 ไดจาก 4 × 9) 

              0 6    (06  ไดจาก 1 × 6) 

          2 8 2 9     

 ดังนั้น  41 × 69   =  2829  

             
เร่ืองท่ี 2.2.2  การคูณที่ตัวตัง้ประกอบดวยเลขโดดสามตัว และตวัคูณประกอบดวยเลขโดดสองตัว  

ถา a, b, c, d และ e  เปนเลขโดด 

 ในการหาผลคณูของ abc × de  ที่เปนผลคูณที่ตัวตั้งประกอบดวยเลขโดดสามตัว และตัวคูณ

ประกอบดวยเลขโดดสองตัว ใชแนวคิดทํานองเดียวกนักับรูปแบบที ่ 1 แตเพิ่มหลักรอยที่ตัวตั้งขึน้อีก

หนึ่งหลัก ผังการคูณเปนดังนี ้ 

 

หมื่น พัน รอย สิบ  หนวย 
 

 
 
 
 
  

a 
 

b 
 
d 

c 
 
e 
 

 
 
 
 
 

 

 
 

 
 

 

 

 

 
 
 

 

 
 

 

 
 

 
 

 บรรทัด (1) ชอง      แสดงตําแหนงของผลคูณ  c  ×  e 

 บรรทัด (2) ชอง      แสดงตําแหนงของผลคูณ  (b × 10) × e 

 บรรทัด (3) ชอง      แสดงตําแหนงของผลคูณ  (a × 100) × e 
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× 

× 

 บรรทัด (4) ชอง      แสดงตําแหนงของผลคูณ  c × (d × 10) 

 บรรทัด (5) ชอง      แสดงตําแหนงของผลคูณ  (b × 10) × (d × 10) 

 บรรทัด (6) ชอง      แสดงตําแหนงของผลคูณ  (a × 100) × (d × 10) 

 นอกจากนี้ ถานํา      ในบรรทัด (3) ไปไวที่บรรทดั  (1) ในหลกัที่ตรงกันและนํา      

ในบรรทัด (6)  ไปไวที่บรรทัด (4)  ในหลักที่ตรงกัน จะไดทิศทางการวางตําแหนงทีม่ี  e  และ d เปนตัว

คูณ ดังนี ้
หมื่น พัน รอย สิบ หนวย 

  a b 
d 

c 
e 

     
 (3) (1) 
     
  (2)  

     
(6) (4)  

     
 (5)   
     

ผังการคูณ เปนดังนี ้
 

หมื่น พัน รอย สิบ หนวย 
  a b c 
   d e 

 
     
     
     

    
 

 

     

(1), (2) และ (3)  แสดงทิศทาง 

การวางตําแหนง    ของ
การคูณ c, b และ a ดวย e 

ตามลําดับ 
 
(4), (5) และ (6) แสดงทิศทาง

การวางตําแหนง    ของ
การคูณ c, b และ a ดวย d 

ตามลําดับ 
ชองผลลัพธ 
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ตัวอยางที่ 2.2.3  จงหาผลคูณของ  987 × 36 
วิธีคิด          9  8  7 
              3  6 
   (54  ไดจาก 9 × 6)      5 4  4  2 (42 ไดจาก  7 × 6) 
                                     4  8     (48 ไดจาก  8 × 6) 
 (27  ไดจาก 9 × 3)  2  7  2  1 (21 ไดจาก  7 × 3) 
 (24  ไดจาก 8 × 3)      2  4      
           3  5  5  3  2  

 ดังนั้น  987 × 36     =  35532                                               

 ถาเปนผลคูณของเลขสามหลักกับเลขสามหลักก็ทําไดทาํนองเดียวกนัโดยเพิ่มแถวของผลลัพธ 

การคูณดวยตวัเลขในหลักรอยของตัวคณูตออีกสองแถว แลวจึงหาผลบวกของผลคูณทั้งหมด  

ดังตัวอยางตอไปนี ้

 

ตัวอยางที่ 2.2.4  จงหาผลคูณของ  987 × 436  

วิธีคิด         9  8  7    

           4  3  6 

           5  4  4  2 

           4  8 

               2  7  2  1 

            2  4 

           3  6  2  8 

              3  2            ก 

             4 3  0   3  3  2 

ดังนั้น  987 × 436 = 430332 

             

 

 

 

× 
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แบบฝกหัดที ่2.2 

 

จงหาคาของ 

1.  47  ×  68 

2.  63  ×  327 

3.  472  ×  384 

4.  615  ×  738 

5.  1234  ×  389 

 

 
สนุกกับตัวเลข  (8) 

หนึ่งคูณกับหนึ่งได หนึ่ง สอง สาม 
 

11 ×  111 = 1221 
111  ×  111 = 12321 

1111  ×  111 = 123321 
11111  ×  111 = 1233321 

111111  ×  111 = 12333321 
1111111  ×  111 = 123333321 

11111111  ×  111 = 1233333321 
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 1 

  1 

 1 

  1 

1 

      2 

    1 

   1  3 

ตอนที่ 2.3  การคูณโดยใชตาราง 

เร่ืองท่ี 2.3.1  การคูณแบบธรรมดา 

 การคูณโดยใชตารางตามวิธีที่จะกลาวตอไปนี้มีความสะดวก โดยขณะที่คูณไมตองนาํตัวทด
ไปบวกในหลักถัดไป เมื่อจบัคูคูณเลขโดดทั้งหมดแลวหาผลบวกรวมยอดเปนผลคณูดังตวัอยางตอไปนี ้ 
ตัวอยางที่  2.3.1  จงหาคาของ  109 × 12 
แนวคิด  ขัน้ท่ี 1  เขียนตวัตั้งไวดานบนของตาราง และเขยีนตวัคุณไวดานขวาของตาราง โดยตารางทํา
เปนชองดังนี้         1      0      9 

   1 
   2 

ขั้นท่ี 2  ใสผลคูณลงในชอง         โดยใสชองลางกอน  (     )  

 สําหรับตัวทดถามีใสในชองบน  (     )   

 แถวบนในตารางจะเปนผลคณูของ 109 × 1 และแถวลางในตาราง 

 จะเปนผลคูณของ 109 × 2  ดังนี ้

                           1        0        9 

แถวบน 1 0 9 1 
แถวลาง 2 0 8 2 

ขั้นท่ี 3  หาผลบวกตามแนวทแยง //  ผลบวกที่ไดจะเปนผลคูณตามตองการ 

                           1        0        9 

1 0 9 1  
1 2 0 8 2 

 2 0 8             =  12108  =   1308 
             
 นั่นคือ  109 ×  12    =   1308                                         
ตัวอยางที่  2.3.2  จงหาคาของ   387 × 24 
แนวคิด   
                                3        8        7 

6 6 4 2  
8  2  2 8 4 

 2 8 8             =  81288    =   9288 
             
 
นั่นคือ  387 ×  24    =   9288                                                     
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7 
7 8 

7 8 

6 7 

6 7 

ตัวอยางที่  2.3.3  จงหาคาของ  89 × 9988 

แนวคิด 
8 9  

 2 1 9 

2 1 9 

4 2 8 

4 2 8 

    13 2  

 

 นั่นคือ 89 × 9988 = 888932 

                                                                                                      

เร่ืองท่ี 2.3.2  การคูณโดยจัดเปนจํานวนเครื่องหมายคละ 

 ในกรณีที่ตัวตั้งหรือตัวคูณมีเลขโดดที่เกิน 5 อยูหลายตัว อาจแปลงเปนตัวเลขในนิขิลัมสูตร

กอนแลวคูณโดยใชตารางก็จะทําใหใชการคูณ   ตัวเลขที่ไมเกิน 5 ดังตัวอยางตอไปนี้ 

ตัวอยางที่  2.3.4  จงแปลง 89 × 9988 เปนตัวเลขในนิขิลัมสูตรแลวหาผลคูณโดยใชตาราง 

แนวคิด   89 × 9988 = 
__
111 × 

__
2110  

          1       
_
1        

_
1  

1 1 1    

0 0 0 

 0 0 0 

1 1 1 

2 2 2 

          
_
1        3       2 =  1 

_
1

_
1

_
1

_
1  3 2 

             =  8 8 8 9 3 2 
 นั่นคือ 89 × 9988 = 888932                 

 

 

 

       

 

 1 

= 7171718132 = 888932 
               18 

 

           17 

 

                                17 

 

    
_
1  

 
_
1  

    
_
1   

   

   0 

    1 
  0 

  
_
2  

  
_
1  
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9 

9 

9 

 9 

 9 

 9 

 7 
       7         8        8        6        4 
     1         1        1        1 

= 1 0 0 1 1 0 0 3 6 

= 1 0 0 0 8 9 9 6 4 

 

    1 

 1 

   1 

1 

ตัวอยางที่  2.3.5   จงหาคาของ 10012 × 9997 

แนวคิด  วิธีท่ี 1 

        1       0         0          1          2 

 

 

 

 

วิธีท่ี 2 10012 × 9997 = 10012 × 10003 

          1         0          0         1           2 

1 0 0 1 2 

     

     

     

    3 0 0    3 6 

1 0 0 3 6 

 นั่นคือ 10012 × 9997 = 100089964                                               

ขอสรุป     การคูณโดยใชตารางนี้เปนการคูณเลขโดดกับเลขโดดไดผลลัพธเปนเทาใด เขียนผลลัพธ

เหลานั้นลงในชองตารางโดยไมตองทด หลังจากนั้นจึงบวกทแยง จะไดผลลัพธของการคูณ ซ่ึงทําให

ไดผลคูณรวดเร็วและผิดพลาดนอย นอกจากนี้กรณีที่เลขโดดในตัวตั้งหรือตัวคูณมีคาเกิน 5 สามารถใช    

นิขิลัมสูตรแปลงใหใชตัวเลขที่ไมเกิน 5 แลวทําการคูณแบบตารางก็จะสะดวกและรวดเร็วข้ึน 

 

 

 

9  0 0 9 8 

9 0 0 9 8 

9 0 0 9 8 

7 0 0 7 4 

= 100089964 

นั่นคือ 10012 × 9997 = 100089964 

1 

0 

0 

0 

3 

 

1 

0 

0 

1 

   9 
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แบบฝกหัดที ่2.3 

 

จงหาคาของผลคูณตอไปนี้ 
1.  287 × 315 
2.  38644 × 9998 
3.  27413 × 5615 
4.  374 × 89 × 463 
5.  27135 × 246 × 4138 
6.  99998 × 819 × 19210 

 

ตอนที่ 2.4  การคูณแนวตั้งและการคูณไขว 

เร่ืองท่ี 2.4.1  การคูณธรรมดา 

 การหาผลคูณโดยใชการคูณแนวตั้งและการคูณไขวนี้เปนวิธีการคูณวิธีหนึ่ง ซ่ึงรูปแบบการคูณ

จะเปนรูปแบบที่สมมาตร ดังตัวอยางการคูณตอไปนี้ 

ตัวอยางที่  2.4.1    42 × 31 มีผังการคูณแนวตั้งและการคูณไขวดังนี้ 

         4 2 

 

         3 1 

 เมื่อ • แทนตําแหนงของเลขโดดของตัวตั้งและตัวคูณจะมีผังการคูณเปนรูปสมมาตร และมี 3 

ขั้นตอนการคูณจากขวาไปซายดังนี้ 

  4      4  2    2 

  •    •            • • 

  •    •            • • 

  3      3  1    1 

        ขั้นที่ 3     ขั้นที่ 2        ขั้นที่ 1 

    4 × 3 = 12     (4 × 1) + (3 × 2) = 10            2 × 1 = 2 

 ผลลัพธที่ไดจากการคูณในแตละขั้นจะไดตําแหนงของเลขโดดในผลลัพธ คือ ตําแหนง 
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x 

หลักหนวย หลักสิบ หลักรอย ตามลําดับจากขั้นที่ 1, 2 และ 3 สําหรับในขั้นใดที่ผลคูณเปนเลขโดดสอง
ตัว เลขโดดตัวหนาจะทดไปในหลักที่สูงขึ้นหนึ่งหลัก ดังนี้ 

          4  2 

          3  1 

         12     10  2 =  1302                  
 

ตัวอยางที่  2.4.2  จงหาผลคูณของ 89 × 23 

แนวคิด  เนื่องจากตัวตั้งและตัวคูณเปนเลขสองหลัก จึงมีผังการคูณดังนี้ 

     •        • 

     •        • 
        ขั้นที่ 3      ขั้นที่ 2          ขั้นที่ 1 

      

 

 

 

 

ตัวอยางที่  2.4.3  จงหาผลคูณของ 302 × 514 

แนวคิด  ผังการคูณแบงเปน 5 ขั้นตอน ดังนี้ 

       •  •  •             •  •  •          •  •  •           •  •  •           •  •  •       

       •  •  •             •  •  •          •  •  •           •  •  •           •  •  •                 

    ขั้นที่ 5                 ขั้นที่ 4              ขั้นที่ 3             ขั้นที่ 2                 ขั้นที่ 1             

 (คูณ 1 คู)             (คูณ 2 คู)          (คูณ 3 คู)           (คูณ 2 คู)            (คูณ 1 คู) 

 

 
 

 

 

 

 

การคํานวณ 
   8 6 
   2         3 

      16     36      18   = 1978  

× 

ขั้นตอนการคณู 
1)  6 × 3 = 18 
2)  (8 × 3) + (2 × 6) = 36 
3)  8 × 2 = 16                     

   การคํานวณ 
 3   0   2 
 5   1   4 

15   3    22    2    8     = 155228 
 

× 

       ขั้นตอนการคูณ 

1)  2 × 4 = 8 

2)  (0 × 4) + (1 × 2) = 2 

3)  (3 × 4) + (0 × 1) + (5 × 2) = 22 

4)  (3 × 1) + (5 × 0) = 3 

5)  3 × 5 = 15             
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× 

ตัวอยางที่  2.4.4  จงหาผลคูณของ 321 × 43 

แนวคิด  เนื่องจากจํานวนหลักของตัวตั้งมากกวาตัวคูณ จึงใสเลข 0 หนาตัวคูณใหจาํนวนเลขโดดของ

ตัวตั้งและตัวคณุเทากนัเสียกอน แลวทําการคํานวณ 

        3   2   1 

        0   4   3 

              12  17  10  3   =  13803                

                                                                                                           

ตัวอยางที่  2.4.5  จงหาผลคูณ 3251 × 7604 

แนวคิด  ผังการคุณแบงเปน 7 ขั้นตอนดังนี ้

•  •  •  •        •  •  •  •      •  •  •  •      •  •  •  •      •  •  •  •      •  •  •  •        •  •  •  •      

•  •  •  •        •  •  •  •      •  •  •  •      •  •  •  •      •  •  •  •      •  •  •  •        •  •  •  •      

   ขั้นที่ 7              ขั้นที่ 6             ขั้นที่ 5            ขั้นที่ 4              ขั้นที่ 3           ขั้นที่ 2              ขั้นที่ 1 

      

           การคํานวณ 

                    3    2    5   1 

                    7    6    0   4 

21   32   47   49   14   20   4     =  24720604 

  

  ขั้นตอนการคณู 

1)  1 × 4 = 4 
2)  (5 × 4) + (0 × 1) = 20 
3)  (2 × 4) + (5 × 0) + (6 × 1) = 14 
4)  (3 × 4) + (2 × 0) + (6 × 5) + (7 × 1) = 49 
5)  (3 × 0) + (2 × 6) + (7 × 5) = 47 
6)  (3 × 6) + (7 × 2) = 32 
7)  3 × 7 = 21 
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× 

ขอสังเกต  ในการคูณแนวตัง้และการคูณไขวมีลักษณะดงันี้ 

 1.  จํานวนเลขโดดของตัวตั้งและตัวคูณตองเทากัน ในกรณีไมเทา ใหเตมิ 0 หนาตวัตั้งหรือ 

ตัวคูณทีน่อยกวาใหมตีัวเลขโดดเทากับตวัตั้ง หรือตัวคูณที่มีจํานวนเลขโดดมากกวา 

 2.  ผลจาก 1. จะทําใหจํานวนเลขโดดในการคูณเทากับ 2n เมื่อ n = 1,2,3... จะมีขั้นตอนการคูณ

เทากับ 2n - 1 ขั้นตอน 

 3.  ตั้งแตขั้นที่ 1 ถึงขั้นที่ n จํานวนการจับคูเพื่อคูณกนัทั้งแนวตั้งและคูณไขวจะเทากับตัวเลข

แสดงอันดับทีข่องขั้นนั้น ๆ สําหรับขั้นที่ n + 1 จนถึงขั้นที่ 2n - 1 จํานวนการจับคูคูณกันในแตละขั้นที่

เพิ่มขึ้นจะลดลงทีละ 1 ตามลําดับ 

 

ตัวอยางที่  2.4.6  จงหาผลคูณของ 12131 × 20412 

แนวคิด  เนื่องจากทั้งตัวตั้งและตัวคูณตางกเ็ปนตัวเลข 5 หลัก ดังนัน้ ขั้นตอนการคูณมีทั้งหมด  

2(5) - 1 = 9 ขั้นตอน ดังนี ้

                               การคํานวณ 

                         1   2  1  3  1 

                           2   0  4  1  2 

 2  4  6  15  10  17  9  7  2   =  247617972 

ขั้นตอนการคณู 

1)  1 × 2 = 2 

2)  (3 × 2) + (1 × 1) = 7 

3)  (1 × 2) = (3 × 1) + (4 × 1) = 9 

4)  (2 × 2) + (1 × 1) + (4 × 3) + (0 × 1) = 17 

5)  (1 × 2) + (2 × 1) + (1 × 4) + (0 × 3) + (2 × 1) = 10 

6)  (1 × 1) + (2 × 4) + (0 × 1) + (2 × 3) = 15 

7)  (1 × 4) + (2 × 0) + (2 × 1) = 6 

8)  (1 × 0) + (2 × 2) = 4 

9)  1 × 2 = 2            
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 ในกรณีที่ตัวตัง้และตัวคณูมีเลขโดดที่มากกวาเลข 5 เราสามารถแปลงเปนเลขโดดที่มีคานอย

กวาเลข 5 ไดโดยใชนิขิลัมสูตรจะทําใหการคูณงายขึ้นดังตัวอยางตอไปนี้ 

 

เร่ืองท่ี 2.4.7  การคูณโดยจัดเปนจํานวนเครื่องหมายคละ 

ตัวอยางที่  2.4  จงหาผลคูณของ 39 × 49 

แนวคิด  39 =  4 
_
1   และ  49  =   5 

_
1  

          4  
_
1  

          5  
_
1  

           2  0  
_
9   1   =  1911                   

 

ตัวอยางที่  2.4.8  จงหาผลคูณของ 291 × 388 

แนวคิด   291 = 3  
_
1   1 และ 388 = 4  

_
1  

_
2  

    การคํานวณ 

             3  
_
1   1 

             4  
_
1  

_
2  

1  2  
_
7  

_
1  1 

_
2   =  112908 

 

 

 
 
ตัวอยางที่  2.4.9  จงหาผลคูณของ 818 × 39 

แนวคิด  8  1  8  =  1 
_
2  2 

_
2  และ 3  9  =  4 

_
1  

  การคํานวณ 

  1 
_
2   2 

_
2  

  0  0  4  
_
1  

 4  
_
9    10 10  2  =  4  

_
8  

_
1   0  2  =  3  1  9  0  2   

 

ขั้นตอนการคณู 

1)  1 × 
_
2  = 

_
2  

2)  (
_
1 ×

_
2 ) + (

_
1 × 1) = 1 

3)  (3 ×
_
2 ) + (

_
1 ×

_
1 ) + (4 × 1) = 

_
1  

4)  (3 ×
_
1 ) + (4 ×

_
1 ) = 

_
7  

5)  3 × 4 = 12           

× 

x 

x 
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ตัวอยางที่   2.4.10  จงหาผลคูณของ 37898 × 19989 

แนวคิด  37898 = 4  
_
2  

_
1  0 

_
2  และ 19989 = 200

_
1

_
1   

       การคํานวณ 

       4 
_
2  

_
1  0  

_
2  

       2  0  0 
_
1  

_
1  

                        8 
_
4  

_
2  

_
4  

_
6  3  1  2  2     =  757543122 

            ขั้นตอนการคูณ 

1)  
_
2  ×

_
1  = 2 

2)  (0 ×
_
1 ) + (

_
1 ×

_
2 ) = 2 

3)  (
_
1 ×

_
1 ) + (0 ×

_
1 ) + (0 ×

_
2 ) = 1 

4)  (
_
2 ×

_
1 ) + (

_
1 ×

_
1 ) + (0 × 0) + (0 ×

_
2 ) = 3 

5)  (4 ×
_
1 ) + (

_
2 ×

_
1 ) + (

_
1 × 0) + (0 × 0) + (2 ×

_
2 ) = 

_
6  

6)  (4 ×
_
1 ) + (

_
2 × 0) + (

_
1 × 0) + (2 × 0) = 

_
4  

7)  (4 × 0) + (
_
2 × 0) + (2 ×

_
1 ) = 

_
2  

8)  (4 × 0) + (2 ×
_
2 ) = 

_
4  

9)  4 × 2 = 8                             

 

 ในการคูณจํานวนที่มีจดุทศนยิมสามารถทําการคูณไดโดยปรกติ โดยตาํแหนงของจดุทศนิยม

ผลคูณเทากับผลบวกของตําแหนงทศนิยมของจํานวนทั้งสองที่คูณกัน 

ตัวอยางที่ 2.4.11  จงหาผลคูณของ 34.1 × 4.54 

แนวคิด  เนื่องจากตัวตั้งมีทศนิยม 1 ตําแหนง และตัวคูณมีทศนิยม 2 ตําแหนง ดังนั้นผลลัพธมีทศนิยม 

3 ตําแหนง การคูณเปนดังนี ้

          3     4  .  1 

          4  .  5     4 

           12  31  3  .  6  21   4     =  154.814        

 

× 

× 
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× 

ตัวอยางที่  2.4.12  จงหาผลคูณของ 8.18 × 3.9 

แนวคิด  เนื่องจากตัวตั้งมีทศนิยม 2 ตําแหนงตวัคูณมีทศนิยม 1 ตําแหนง ดังนัน้ผลพัทธมีทศนิยม 3 

ตําแหนง นอกจากนี ้

 8 . 1 8  = 1 
_
2  . 2 

_
2  และ 3 . 9  =  4 . 

_
1  การคูณเปนดังนี ้

      1  
_
2   .  2  

_
2  

      0  0      4 . 
_
1  

   4  
_
9  . 10    01    2    =  4 

_
8  . 

_
1  0 2  =  3 1 . 9 0 2      

ขอสรุป    

 การคูณโดยใชผังการคูณนี้ผังการคูณเปนผังที่เปนรูปสมมาตร ในกรณทีี่ตัวตั้ง และตัวคูณมี

จํานวนหลักไมเทากันตองเติมศูนยหนาจาํนวนที่มหีลักนอยกวาโดยใช 0 แทนหลักที่ขาดไป แลวจึงทํา

การคูณเลขโดดทีละ 1,2,...n,...,2, 1 คูตามผังการคูณ 
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แบบฝกหัดที ่2.4 

 

จงหาผลคูณตอไปนี ้

1.  45 × 58 

2.  314 × 67 

3.  8121 × 374 

4.  31.28 × 4.35 

5.  3561 × 62.5 

 

 

            สนุกกับตัวเลข (7) 

การคูณที่มีเจด็กับเกาไดของแถมเปนหนึ่งกับสอง 

779 × 

7779 × 

77779 × 

777779 × 

7777779 × 

77777779 × 

777777779 × 

99 

999 

9999 

99999 

999999 

9999999 

99999999 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

77121 

7771221 

777712221 

77777122221 

7777771222221 

777777712222221 

77777777122222221 
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หนวยท่ี  3 
ทักษะการคํานวณ 3 (การหาร) 

 
ตอนที่ 3.1  การหารสังเคราะห 
ตอนที่  3.2  ทศนิยม 
 
แนวคิด 1.  การหารที่ตัวหารนอยกวา 10 หรือ 100 หรือ 1000 เล็กนอยนั้น ใชวิธีการหารสังเคราะหจะ 

     สะดวกกวา 
 2.  ในการหาผลหารเปนทศนิยม จะตองเติม 0 ตอทายตัวตั้งเทากับจํานวนตําแหนงของทศนิยม 
       ที่ตองการ 
 
วัตถุประสงค 
 เมื่อศึกษาหนวยที่ 3 จบแลว นักเรียนสามารถ 
 1.  หาผลหารโดยวิธีการหารสังเคราะหได 
 2.  หาผลหารที่เปนทศนิยมโดยวิธีการหารสังเคราะหได 
 
กิจกรรมระหวางเรียน 
 1.  อาจารยอธิบายแนวคิดและแสดงตัวอยางการหารที่ตัวหารนอยกวา 10 หรือ 100 หรือ 1000  

     เล็กนอย โดยใชวิธีการหารสังเคราะห 
 2.  นักเรียนทํากิจกรรมตามตัวอยางและแบบฝกหัด 
 3.  นักเรียนประเมินพัฒนาการของตนเอง 
 
สื่อการสอน 
 1.  เอกสารการสอน 
 2.  แบบฝกปฏิบัติ 
 3.  เครื่องฉายขามศีรษะ 
 
ประเมินผล 
 ประเมินผลจากแบบฝกหัดและการทดสอบ 
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 ตอนที่ 3.1  การหารสังเคราะห 

เร่ืองท่ี 3.1.1  การหารที่ตัวหารเปนเลขโดดที่มากกวา 5  

 ในการคูณโดยเฉพาะเลขโดดที่นํามาคูณกันนั้นมีคามากกวา 5     ถาใชจํานวนเครื่องหมายคละ

ทําใหคูณงายขึ้นในทํานองเดียวกันสําหรับการหาร ถาตัวหารมีเลขโดดที่มีคามากกวา 5 เมื่อใชจํานวน

เครื่องหมายคละผสมกับการหารสังเคราะหก็จะทําใหการหารนั้นงายขึ้น ดังตัวอยางตอไปนี้โดยจะ

แสดงวิธีคิดเปนขั้นตอน 

ชนิดท่ี 1  ตัวหารเปนเลขโดดที่มากกวา 5 

ตัวอยางที่ 3.1.1  จงหาร 34 ดวย 9 

แนวคิด 

 ขั้นท่ี 1  หาจํานวนทบสิบของตัวหารคือจํานวนสิบของ 9 ซ่ึงคือ 1 เขียน 1 ไวใต 9 แลวเขียน

การตั้งหารดังนี้ 

   9 ) 3 4 

   1 

 ขั้นท่ี 2  ใช 1 ซ่ึงเปนจํานวนทบสิบของตัวหาร ทําการหารแทนตัวหารเดิม แลวเขียนขีด | 

แบงตัวตั้ง โดยเขียน | หลังเลขโดด ในตําแหนงที่เทากับจํานวนเลขโดดของตัวหาร ในที่นี้ตัวหารเปน

เลขโดด 1 ตัว ดังนั้น     จากตัวตั้งคือ 34 นับเลขโดดจากทางขวาไปทางซาย 1 ตัวแลวเขียนขีด | คั่น จะ

ได 3 | 4 ใหยาวพอสมควรดังนี้ 

   9 )  3     4 

   1  

หมายเหตุ  จะใช MD แทนตัวหารที่ปรับปรุงใหม ซ่ึงในที่นี้คือจํานวนทบสิบของตัวหารเดิม และจะใช 

D แทนตัวตั้ง 

 ขั้นท่ี 3  ขีดเสนใตบรรทัดที่ 2 แลวชักเลขโดดทางซายสุดของ D (ในที่นี้คือ 3 และอยูทางซาย

ของ | ในตัวตั้ง) ลงมาตรงๆ และเขียนไวในบรรทัดที่ 3 

   9 )   3    4 

 MD   1 

          3 
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 ขั้นท่ี 4  คูณเลขโดดที่ชักลงมาในบรรทัดที่ 3 ดวยเลขโดดตัวซายสุดของ MD (ในที่นี้ MD มี

เลขโดดตัวเดียวคือ 1) จะได 3 × 1 = 3 แลวเขียนผลคูณไวบรรทัดที่ 2 ใตตัวตั้งในหลักถัดไปทางขวา 

(ในที่นี้คือหลักหนวย) 

9 ) 3    4 

   1         3 

        3 

ขั้นท่ี 5  บวกเลขในหลักหนวยของแถวที่ 1 และ 2 จะได 4+3 = 7 เขียน 7 ไวบรรทัดที่ 3 ใหตรง

กับตัวเลขที่บวกกันจะเห็นวา | อยูหนา 7 

   9 ) 3      4 

   1 3 

        3 7 

 ผลลัพธคือ  3 

 เศษคือ        7 

 ดังนั้น 34 ÷ 9 = 3 เศษ 7 

  

ตัวอยางที่  3.1.2  จงหาร 60 ดวย 9 

แนวคิด 

 ขั้นท่ี 1-2 เนื่องจากตวัหารคือ 9 ดังนั้น MD = 1 เขียนภาพตั้งหารไดดังนี้  

   9 )  6     0 

   1  

ขั้นท่ี 3  ชัก 6 ซ่ึงเปนเลขโดดซายสุดของตัวตั้งลงมาบรรทัดที่ 3 

   9 )  6      0 

   1    

         6   

 ขั้นท่ี 4  คูณ 6 ที่ชักลงมาดวย MD คือ 1 จะได 6 × 1 = 6 แลวเขียนไวบรรทัดที่ 2 ในหลักถัดไป

ทางขวา 
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9 )  6      0 

   1   6 

         6   

 ขั้นท่ี 5  บวกเลขในหลักหนวยของบรรทัดที่ 1 และ 2 ได 0 + 6 = 6 แลวเขียนไวบรรทัดที่ 3 จะ

เห็นวา | อยูหนา 6 ที่เปนผลบวก 

   9 )  6      0 

   1   6 

         6  6 

 ผลลัพธคือ 6 

 เศษคือ      6 

 ดังนั้น 60 ÷ 9 = 6 เศษ 6 

   

ตัวอยางที่  3.1.3  จงหาร 213 ดวย 9 

แนวคิด 

 ขั้นท่ี 1-2 9 )  2  1     3 

   1 

 ขั้นท่ี 3  ชัก 2 ที่เปนเลขโดดซายสุดของตัวตั้งลงมาบรรทัดที่ 3 

   9 )  2  1     3 

   1 

         2 

 ขั้นท่ี 4  คูณ 2 ที่ชักลงมาดวย 1 ที่เปนเลขโดดเพียงตัวเดียวใน MD จะได 2 × 1 = 2 เขียน 2 ไว

บรรทัดที่ 2 ในหลักถัดไปทางขวา (ในที่นี้คือหลักสิบ) แลวหาผลบวกเลขโดดในหลักสิบของบรรทัดที่ 

1 และ 2 จะได   1 + 2 = 3 เขียนไวบรรทัดที่ 3 ใหตรงกับเลขโดดที่บวกกัน 

   9 )  2  1      3 

   1        2 

         2  3      
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 ขั้นท่ี 4 (ก)  นํา 1 ใน MD ไปคูณ 3 ในบรรทัดที่ 3 ที่เปนผลบวกในหลักสิบจะได 3 × 1 = 3 

เขียน 3 ไวบนหลักหนวยในบรรทัดที่ 2 

   9 )  2  1      3 

   1         2      3 

          2  3      

 ขั้นท่ี 5  หาผลบวกของเลขโดด ในหลักหนวยของบรรทัดที่ 1 และ 2 จะได 3 + 3 = 6 เขียน 6 

ลงในบรรทัดที่ 3 ใหตรงกับเลขโดดที่บวกกัน 

9 )  2  1      3 

   1         2      3 

          2  3      6 

 ผลลัพธคือ  23 

 เศษคือ         6 

 ดังนั้น 213 ÷ 9 =  23 เศษ 6 

  

ตัวอยางที่  3.1.4  จงหาร 323 ดวย 9 

แนวคิด   9 ) 3  2      3 

   1        3      5 

         3  5      8   

 ผลลัพธคือ  35 

 เศษคือ         8 

 ดังนั้น 323 ÷ 9  =  35 เศษ 8 

  

ตัวอยางที่  3.1.5  จงหาร 12121 ดวย 9 

แนวคิด  9 ) 1   2    1     2      1 

  1         1    3     4      6 

                   1     3    4     6      7 
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ผลลัพธคือ  1346 

 เศษคือ             7 

 ดังนั้น  12121 ÷ 9 = 1346 เศษ 7 

  

 ในกรณีที่ทําการหารแลวไดเศษเกินกวาตัวหารดั้งเดิม จะตองทําการหารเศษตอไปแลวนํา

ผลลัพธที่ไดไปบวกกับผลลัพธเดิม จะไดผลลัพธใหมเปนคําตอบ และเศษที่ไดใหมที่ไมเกินตัวหาร

ดั้งเดิมก็จะเปนเศษของการหารโดยแทจริงดังตัวอยางตอไปนี้ 

 

ตัวอยางที่  3.1.6  จงหาร 67 ดวย 9 

แนวคิด           9 )   6      7 

                  6 

         6      13 

 จะเห็นวา ผลลัพธคือ 6 เศษ 13 แตเศษคือ 13 มากกวาตัวหารดั้งเดิมคือ 9 ดังนั้นจะตองหาร 13 

ดวย 9 อีกดั้งนี้ 

  9 )  1      3 

  1             1 

        1       4 

 นํา 1 ไปบวกกับผลลัพธเดิม จะได 6 + 1 = 7 เปนผลลัพธใหมและเศษที่ไดใหมคือ 4 เปนเศษที่

แทจริง 

 จะไดผลลัพธคือ  6 + 1 = 7 

 เศษคือ   4 

 ดังนั้น 67 ÷ 9 = 7 เศษ 4 
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ถาเขียนการหาร 2 คร้ังอยางตอเนื่องจะเขียนไดดังนี้ 

  9 )  6       7 

  1   6 

                               6  1     3 

           1  

   1      4 

         6 1      4     =   61 | 4 = 7 | 4 

ผลลัพธคือ  7 

เศษคือ       4 

ดังนั้น  67 ÷ 9 = 7 เศษ 4 

  

ตัวอยางที่  3.1.7  จงหาร 167 ดวย 9 

แนวคิด 

   9 )  1   6        7 

  1         1        7 

                                   1 7     1      4 

                  1  

            17       1      5     =   171 | 5 = 18 | 5 

ผลลัพธคือ  18 

เศษคือ          5 

ดังนั้น 167 ÷ 9 = 18 เศษ 5 
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ตัวอยางที่  3.1.8  จงหาร 1011638 ดวย 9 

แนวคิด  9 ) 1   0   1   1   6   3       8 

  1         1   1   2   3   9       12 

                          1   1   2   3   9   12     20 

        1   1   2   4   0   2   2   0 

                2 

           2   2 

       1   1   2   4   0   2   2   2      =  1124022 | 2 

      =  112404 | 2 

ผลลัพธคือ  112404 

เศษคือ          2 

ดังนั้น 1011638 ÷ 9 = 112404 เศษ 2 

  

ตัวอยางที่  3.1.9  จงหาร 1012 ดวย 8 

แนวคิด  จํานวนทบสิบของ 8 คือ 2 จึงทําการหารดังนี้ 

    8 )  1   0   1     2 

    2         2   4     10 

          1   2   5     1      2 

          2 

               1     4 

           1   2   5     1     4 = 1251 | 4 = 126 | 4 

 ผลลัพธคือ  126  

 เศษคือ           4 

 ดังนั้น 1012 ÷ 8 = 126 เศษ 4 
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ตัวอยางที่   3.1.10  จงหาร 3124 ดวย 7 

แนวคิด  7 )  3    1      2          4 

  3           9    30         96   

        3    10    32        100   

        4     3     2   10    0 

    3   9 

               13   9 

         4     3     2  13    9   = 432 + 13 | 9 = 445 | 9  

 แตเศษ 9 มากกวา 7 และ 9 ÷ 7 = 1 เศษ 2 

 ดังนั้น 445 | 9 = 445 | 1 | 2 = 445 + 1 | 2 = 446 | 2 

 ผลลัพธคือ    446 

 เศษคือ  2 

 ดังนั้น 3124 ÷ 7 = 446 เศษ 2 

  

เร่ืองท่ี 3.1.2  การหารที่ตัวหารมีตัวเลขมากกวาหนึ่งตัว 

ชนิดท่ี 2  ตัวหารมีเลขโดดมากกวา 1 ตัว ในกรณีนี้จะใชจํานวนทบรอย  ทบพัน ฯลฯ ของตัวหารเขา

ชวยในการหาร 

ตัวอยางที่ 3.1.11  จงหาร 216 ดวย 89 

แนวคิด  ขั้นที่ 1-2 หาจํานวนทบรอยของ 89 ซ่ึงคือ 11 จะได MD = 11 เนื่องจาก MD มีเลขโดด 2 ตัว จึง

แบงตัวตั้ง 216 ดวย | โดยนับเลขโดดจากทางขวาของตัวตั้งไปทางซาย 2 ตัวแลวเขียน | ขางหนา 

หลังจากนั้นเขียนการตั้งหารจะได 

     8   9   )   2     1   6 

     1   1 

 ขั้นท่ี 3  ขีดเสนใตบรรทัดที่ 2 แลวชักเลขโดดซายสุดของ D  

(ในที่นี้คือ 2) ลงมาตรง ๆ และเขียนไวบรรทัดที่ 3 
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   8   9   )   2     1   6 

                  1   1 

       2 

 ขั้นท่ี 4  นํา 11 ซ่ึงเปน MD ไปคูณกับ 2 ที่ชักลงมา จะได 2 × 11 = 22 เขียน 22 ไวบรรทัดที่ 2 

ในสองหลักถัดไปทางขวา 

     8   9   )   2     1   6 

     1   1           2   2 

              2  

 ขั้นท่ี 5  บวก 16 กับ 22 จะได 16 + 22 = 38 เขียนไวบรรทัดที่  3 ใหตรงกับตัวเลขที่บวกกันจะ

เห็นวามี | หนา 38 ซ่ึง 38 คือเศษ สวน 2 ที่ชักลงมาตั้งแตตนคือผลลัพธ 

     8   9   )   2     1   6 

     1   1           2   2 

              2      3   8  

 ผลลัพธคือ 2 

 เศษคือ      38 

 ดังนั้น 216 ÷ 89 = 2 เศษ 38 

  

ตัวอยางที่ 3.1.12  จงหาร 112 ดวย 87 

แนวคิด         8   7   )   1     1   2 

     1   3           1   3 

                1     2   5 

 ผลลัพธคือ  1 

 เศษคือ        25 

 ดังนั้น 112 ÷ 87 = 1 เศษ 25 

  

 



 89 

ตัวอยางที่  3.1.13  จงหาร 34567 ดวย 89 

แนวคิด  ขั้นท่ี 1-2      8  9  )  3  4  5     6  7 

      1  1  

 ขั้นท่ี 3  เนื่องจากจะตองใชหลายบรรทัดในการคํานวณ จึงขีดเสนใตไวบรรทัดที่หางจาก

บรรทัดที่ 1 พอสมควร แลวชัก 3 ซ่ึงเปนเลขโดดซายสุดของตัวตั้งลงมา 

      8  9  )  3  4  5     6  7 

      1  1  

                  3 

 ขั้นท่ี 4  นํา MD = 11 คูณ 3 ที่ชักลงมา จะได 3 × 11 = 33 เขียนไวบรรทัดที่ 3 ในสองหลัก

ถัดไปทางขวา 

   8  9  )  3  4  5     6  7 

   1  1   3 3 

              3 

 ขั้นท่ี 4 (ก)  บวก 4 กับ 3 ซ่ึงเปนเลขโดดในบรรทัดที่ 1 และ 2 อยูในหลักพันเหมือนกันจะได  

4 + 3 = 7 เขียน 7 ลงมาตรงๆ ในบรรทัดลางสุด 

   8  9  )  3  4  5     6  7 

   1  1   3 3 

              3  7 

 ขั้นท่ี 4 (ข)   นํา MD = 11 คูณ 7 ในบรรทัดสุดทาย จะได  

7 × 11 = 77 เขียน 77 ไวในบรรทัดที่ 3 ในหลักถัดไปทางขวา 

   8  9  )  3   4   5     6  7 

   1  1          3   3  

           7      7 

              3   7 
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 ขั้นท่ี 4 (ค)  บวก 5 กับ 3 กับ 7 ซ่ึงเปนเลขโดดในบรรทัดที่ 1, 2 และ 3 อยูในหลักรอย

เหมือนกัน จะได 5 + 3 + 7 = 15 เขียน 15 ลงมาตรงๆ ในบรรทัดลางสุด (ที่เขียน 15 เพระ 15 เปนเลข 2 

หลัก จึงเขียน 15  เพื่อเตรียมทด 1 ไปหลักทางซาย) 

   8  9  )  3   4   5     6  7 

   1  1          3   3  

           7  7  

              3   7 15 

 ขั้นท่ี 4 (ง)  นํา MD = 11 คูณ 15 ในบรรทัดสุดทาย จะได 15 × 11 = 15 15 ไวบรรทัดที่ 4 ใน 

สองหลักถัดไปทางขวา 

8  9  )  3   4   5     6  7 

   1  1          3   3  

             7  7 

                  15 15 

              3   7 15      

 ขั้นท่ี 5  หาผลบวกของ 6 กับ 7 กับ 15 และ 7 กับ 15 จะได  

6 + 7 + 15 = 28  และ 7 + 15 = 22 แลวเขียนผลลัพธลงมาบรรทัดสุดทาย    ใหตรงกับเลขที่บวกกันจะเห็น

วามี | หนา 28 

 8  9  )  3   4   5     6  7 

    1  1          3   3  

             7   7 

                   15 15 

                3   7 15    28  22 

 ขั้นท่ี 6  เศษที่ไดคือ 28 22 = 302 ซ่ึงมีคาเกิน 89 จึงทําการหารเศษตอไป ดังนี้ 

      8   9  )  3      0   2 

      1   1             3   3 

     3      3   5   
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จะไดผลลัพธคือ  3 

 เศษคือ  35 

 ขั้นท่ี 7  นําผลลัพธ 3 ไปบวกกับผลลัพธเดิม คือ 3715 จะได      3715 + 3 = 385 + 3 = 388 คือ 

ผลลัพธสุดทายและเศษสุดทายคือ 35 ซ่ึงไดจากขั้นที่ 6   

จะไดผลลัพธคือ  388 

 เศษคือ  35 

 ดังนั้น  34567 ÷ 89 = 388 เศษ 35  

หมายเหตุ  เขียนเปนวิธีทําแบบตอเนื่องไดดังนี้ 

   8  9  )  3   4   5    6  7 

    1 1            3   3   

              7    7 

      15 15 

    3   7 15   28  22 

               3   7 15   3    0  2 

                                      3  3 

      3    3  5 

                                                                     3   7  15   3    3  5              =  385 + 3 | 35 

      =  388 | 35 

ผลลัพธคือ  388 

 เศษคือ        35 

 ดังนั้น  34567 ÷ 89 = 388 เศษ 35  
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ตัวอยางที่  3.1.14  จงหาร 1011638 ดวย 987    

แนวคิด  MD ของ 987 คือ 013 (ตองเขียนเปนเลข 3 หลักเหมือนตัวหาร   จึงเติม 0 หนา 13) 

    9  8  7  )  1  0  1  1    6  3  8 

     0  1  3         0  1  3 

               0  0    0 

      0    2  6 

            0  5  2 

       1  0  2  4    81 41  0     = 1024 | 950  

ผลลัพธคือ  1024 

 เศษคือ        950 

 ดังนั้น  1011638 ÷ 987 = 1024 เศษ 950 

  

ตัวอยางที่   3.1.15  จงหาร 300000 ดวย 9888 

แนวคิด        9  8  8  8  )  3  0    0  0  0  0 

       0  1  1  2         0    3  3  6 

            0  0  0  0 

              3  0    3  3  6  0 

 ผลลัพธคือ      30 

 เศษคือ       3360 

 ดังนั้น  300000 ÷ 9888 = 30 เศษ 3360 

  

ในกรณีที่ตัวตั้งมีเลขโดดที่มีคามากกวา 5 อยูหลายตัว เราอาจจะแปลงเลขโดดเหลานั้นโดยใช

ขีดบน เพื่อคิดคํานวณโดยใชเลขโดดที่นอยกวา 5 จะสะดวกกวาดังนี้ 
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ตัวอยางที่  3.1.16  จงหาร 98564318 ดวย 9886 

แนวคิด  98564318  =  1  0  
_
1   

_
4   

_
4   4  3  2  

_
2  

        9  8  8  6  )  9  8  5  6  4  3  1  8                      

       0 1 1 4 ) 1 0 
_
1  

_
4  

_
4    4  3  2 

_
2  

          0  1   1  4      

              0   0  0    0 

                   0  0    0 0 

                       0   
_
3

__
2 31    

                             0 0   0  0 

       1 0  0  
_
3   0   1 0 01  

_
2   = 1 0 0 

_
3  0 | 1 

_
2  0 

_
2  

         =  9970 | 0898 

ผลลัพธคือ  9970 

เศษคือ        898 

 ดังนั้น  98564318 ÷ 9886 = 9970 เศษ 898 

  

 

 

         

 

 

 

 

 

 

 

 

สนุกกับตัวเลข (9) 
เกาคูณกับเกาได เกา แปด ศูนย หนึ่ง 

9 × 9 
9 9 × 9 9 

9 9 9 × 9 9 9 
9 9 9 9 × 9 9 9 9 

9 9 9 9 9 × 9 9 9 9 9 
9 9 9 9 9 9 × 9 9 9 9 9 9 

9 9 9 9 9 9 9 × 9 9 9 9 9 9 9 
9 9 9 9 9 9 9 9 × 9 9 9 9 9 9 9 9 

9 9 9 9 9 9 9 9 9 × 9 9 9 9 9 9 9 9 9 
 

=
=
=
=
=
=
=
=
= 

8 1 
9 8 0 1 

9 9 8 0 0 1 
9 9 9 8 0 0 0 1 

9 9 9 9 8 0 0 0 0 1 
9 9 9 9 9  8 0 0 0 0 0 1 

9 9 9 9 9 9 8 0 0 0 0 0 0 1 
9 9 9 9 9 9 9 8 0 0 0 0 0 0 0 1 

9 9 9 9 9 9 9 9 8 0 0 0 0 0 0 0 0 1 
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ตัวอยางที่   3.1.17  จงหาร 9876534201 ดวย 8876 

แนวคิด  9876534201 = 1 0 
_
1

_
2

_
4  5 3 4 2 0 1 

            8  8  7  6  )  9  8  7  6  5  3  4  2  0  1 
   1  1  2  4  )  1  0 

_
1  

_
2  

_
4  5  3    4   2   0   1 

                        1  1   2   4 
                1  1  2  4 
       1  1  2  4  
            2  2  4     8 
               5  5    10 20 
                  18    18 3 6 72 
            34  34 68 136 
        1  1  1  2  5 18 34    74   92  140 137 
        1  1  1  2  6 11  4    83    2  153   7 
        1  1  1  2  7  1  4    84    7   3    7      
               8   4  7  3  7 
        8  8 16 32 
               8 12 15 19 39 
        1  1  1  2  7  2  2          13 7  2  9 
              1   3  7  2  9 
       1  1  2  4 
               1   4  8  4 13 
            1  1  1  2  7  2  3       4   8  5  3 

 ผลลัพธคือ  1112723 

เศษคือ            4853 

 ดังนั้น  9876534201 ÷ 8876 = 1112723 เศษ 4853 
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ตัวอยางที่   3.1.18  จงหาร 157689 ดวย 887 

แนวคิด  157689  = 2 
_
4  

_
2  

_
3  

_
1  

_
1  

              8  8  7  )  1  5  7     6    8    9 

                1  1  3  )  2 
_
4  

_
2     

_
3   

_
1   

_
1  

        2  2      6 

    
_
2  

_
2  

_
6  

                   
_
2   

_
2   

_
6  

                2 
_
2  

_
2     

_
1   

_
9   

_
7  

   1  7  8   _
1      0   3 

   1  7  8   
_
1  8  0   3  

    
_
1

_
1   

_
3                                          

_
1  7 

_
1   0 

             1  7  8   
_
1  6  9   0 

             1  7  7       6  9   0 

 ผลลัพธคือ  177 

เศษคือ       690 

ดังนั้น  157689 ÷ 887 = เศษ 690 

  

 

 

 
        

 
 
 
 

 

สนุกกับตัวเลข (10) 
ศูนย ระหวางหนึ่ง กับ แปด 

1 2 × 9 
1 1 2 × 9 9 

1 1 1 2 × 9 9 9 
1 1 1 1 2 × 9 9 9 9 

1 1 1 1 1 2 × 9 9 9 9 9 
1 1 1 1 1 1 2 × 9 9 9 9 9 9 

1 1 1 1 1 1 1 2 × 9 9 9 9 9 9 9 
1 1 1 1 1 1 1 1 2 × 9 9 9 9 9 9 9 9 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 × 9 9 9 9 9 9 9 9 9 

=
=
=
=
=
=
=
=
=

1 0 8 
1 1 0 8 8 

1 1 1 0 8 8 8 
1 1 1 1 0 8 8 8 8 

1 1 1 1 1 0 8 8 8 8 8 
1 1 1 1 1 1 0 8 8 8 8 8 8 

1 1 1 1 1 1 1 0 8 8 8 8 8 8 8 
1 1 1 1 1 1 1 1 0 8 8 8 8 8 8 8 8 

 

8 
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แบบฝกหัดที่ 3.1 

 

จงหาผลหารตอไปนี้ (ตอบในรูปผลลัพธ และเศษ) 

1.  68 ÷ 9 

2.  221 ÷ 9 

3.  3128 ÷ 8 

4.  6153 ÷ 89 

5.  212132 ÷ 989 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

สนุกกับตัวเลข (11) 
ซํ้าแลวซํ้าอีก 

1/ 89 = 
••

912345670.0  
1/ 891  = 55667789   112233440.0

•

 
1/ 8991  = 

••

98555666777843443   0011122230.0  
1/ 89991= 

••

977888555566667743444323300011112220.0  
1/ 899991 = 

••

977778888555566666744534443222233300001111120.0  

1/ 27 = 
••

730.0  
1/ 297  = 

••

703360.0  
1/ 2997  = 

••

700333660.0  
1/ 29997 = 

••

700033336660.0  
1/ 299997 = 

••

7666   00003333360.0  
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ตอนที่ 3.2  ทศนิยม 
เร่ืองท่ี 3.2.1  ทศนิยม 
 การหารสังเคราะหสามารถหาผลลัพธในระบบทศนิยมไดโดยใสจุดหลังตัวตั้งและเติม 0  
เทากับจํานวนตําแหนงของทศนิยมที่ตองการดังนี้ 
ตัวอยางที่  3.1.19  จงหาคาของ 345675 ÷ 9 ตองการทศนิยม 10 ตําแหนง 1 
แนวคิด  9) 3  4   5  6  7     5 
               1      3  7 12 18     25    
                   3  7 12 18 25 
          3  8  4  0  5     3  0 
                 3  
                    3  8  4  0  5     3   3 

       3  8  4  0  5  + 3   3 
      3  8  4  0  8          3 0 0 0 0 0 0 0 0 0   0    (หาร 3 ที่เปนเศษ 
                                     3 3 3 3 3 3 3 3 3   3    โดยเติม 0 หลัง 3 
            3 3 3 3 3 3 3 3 3   3     ที่เปนเศษ 10 ตัว 
       3  8  4  0  8. 3  3 3 3 3 3 3 3 3 3       แลวเขียน | หนา 
          0 ตัวขาวสุด) 
ดังนั้น  345675 ÷ 9 = 38408.3333333333 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

สนุกกับตัวเลข (12) 
ศูนย ระหวางแปด กับ หนึ่ง 

8 9 × 9 
8 8 9 × 9 9 

8 8 8 9 × 9 9 9 
8 8 8 8 9 × 9 9 9 9 

8 8 8 8 8 9 × 9 9 9 9 9 
8 8 8 8 8 8 9 × 9 9 9 9 9 9 

8 8 8 8 8 8 8 9 × 9 9 9 9 9 9 9 
8 8 8 8 8 8 8 8 9 × 9 9 9 9 9 9 9 9 

  

=
=
=
=
=
=
=
= 

8 0 1 
8 8 0 1 1 

8 8 8 0 1 1 1 
8 8 8 8 0 1 1 1 1 

8 8 8 8 8 0 1 1 1 1 1 
8 8 8 8 8 8 0 1 1 1 1 1 1 

8 8 8 8 8 8 8 0 1 1 1 1 1 1 1 
8 8 8 8 8 8 8 8 0 1 1 1 1 1 1 1 1 

 



 98 

ตัวอยางที่  3.1.20  จงหาคาของ 2341 ÷ 89 ตองการทศนิยม 3 ตําแหนง 

แนวคิด   8  9  )  2  3    4  1 

      1  1         2    2   

                   5  5 

               2  5   11  6 

             2  5    1      1  6 

        1  1 

          1       2  7 

                         2  5 + 1        2  7 

        2  6     2  7  0  0  0    (หารเศษ 27 เมื่อตองการทศนิยม 3 ตําแหนง 

          2  2             เติม 0 จํานวน 3 ตัวหลัง 27 แลวทําการหาร) 

              9  9          

                      11  11      

      2  9 112011        

      3  0  3  1 1 

                                2  6      3  0  3 

                         2  6  .  3  0  3  

ดังนั้น  2341 ÷ 89 = 26.303 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

สนุกกับตัวเลข (13) 
ทําอยางไรก็หนีไมพนแปด 

( 
( 
( 
( 
( 
( 
( 
( 
( 
( 

0 × 9 ) + 8 
 9 × 9 ) + 7 

9 8 × 9 ) + 6 
 9 8 7 × 9 ) + 5 

 9 8 7 6 × 9 ) + 4  
9 8 7 6 5 × 9 ) + 3  

 9 8 7 6 5 4 × 9 ) + 2  
9 8 7 6 5 4 3  × 9 ) + 1 

              9 8 7 6 5 4 3 2  × 9 ) + 0  
9 8 7 6 5 4 3 2 1 × 9 ) + -1 

=
=
=
=
=
=
=
=
=
= 

8  
8 8  

8 8 8  
8 8 8 8  

8 8 8 8 8  
8 8 8 8 8 8  

8 8 8 8 8 8 8  
8 8 8 8 8 8 8 8  

8 8 8 8 8 8 8 8 8  
8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 
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ตัวอยางที่  14.20  จงหาคาของ 2467 ÷ 8 ตองการทศนิยม 2 ตําแหนง 

แนวคิด  8  )  2  4  6     7 

  2         4 16    44 

         2  8 22    51 

         3  0  2      5     1 

     10 

            5    1 1 

            3  0  7     11 

            3  0  7      1    1 

         2 

                1    3 

    3  0  8      3  0  0 

                   6 12 

       3  6 12 

       3  7  2 

                                3  0  8      3  7  2 

    3  0  8   .  3  7 

   ดังนั้น  2467 ÷ 8  =  308.37 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตัวอยางที่  14.21  จงหาคาของ 64532 ÷ 98 ตองการทศนิยม 3 ตําแหนง 

สนุกกับตัวเลข (14) 
การบวกแบบพาลินโดรมและกําลังสอง 

1 
1+2+1 

1+2+3+2+1 
1+2+3+4+3+2+1 

1+2+3+4+5+4+3+2+1 
1+2+3+4+5+6+5+4+3+2+1 

1+2+3+4+5+6+7+6+5+4+3+2+1 
1+2+3+4+5+6+7+8+7+6+5+4+3+2+1 

1+2+3+4+5+6+7+8+9+8+7+6+5+4+3+2+1 
 

= 
= 
= 
= 
= 
= 
= 
= 
= 

1 
4 
9 
16 
25 
36 
49 
64 
81 

= 
= 
= 
= 
= 
= 
= 
= 
= 

12 

22 

32 

42 

52 

62 

72 

82 
92 
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แนวคิด   9  8  )  6  4  5     3  2 

   0  2         0 12 

          0     8 

    0 34 

              6  4 17    11 36     

              6  5  7    14  6 

              6  5  7     1    4  6 

          0  2 

     1   4  8 

                                       6  5  8      4  8  0  0 

        0  8 

            0 16 

    4  8  8 16 

    4  8  9  6 

                  6  5  8      4  8  9  6 

             6  5  8   .  4  8  9    
  ดังนั้น 64532 ÷ 98  =  658.489                                                   
ขอสรุป 
 การหารโดยวิธีนี้เหมาะสําหรับตัวหารที่มีคามาก ในขณะที่จํานวนทบสิบหรือทบรอยทบพัน 
ฯลฯ ของตัวหารเหลานั้นมีตัวเลขโดดแตละตัวมีคานอย นอกจากนี้การหารสังเคราะหจะเปนการ
ปฏิบัติการกลับกับหารธรรมดา กลาวคือ ใชการคูณ และการบวก ในขณะที่การหารธรรมดาตองใชการ
หาร และการลบ การหารโดยวิธีนี้จึงรวดเร็วกวา 
 

แบบฝกหัดที่ 3.2 
 
จงหาผลหารตอไปนี้ (ตอบในรูปทศนิยมหาตําแหนง) 
1.  68 ÷ 9 
2.  221 ÷ 9 
3.  3128 ÷ 8 
4.  6153 ÷ 89 
5.  212132 ÷ 989 
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หนวยท่ี 4 

การแกปญหาทางคณิตศาสตร 
 

ตอนที่  4.1  กระบวนการแกปญหา 

ตอนที่ 4.2  การสรางสรรคปญหา 

 

แนวคิด  1.  การแกปญหาทางคณิตศาสตรมีกระบวนการแกปญหาตามขั้นตอนดังนี้ 

 (1)  ทําความเขาใจปญหา 

(2)  วางแผนแกปญหา 

(3)  ดําเนินการตามแผนที่วางไว 

(4)  ตรวจสอบผลเฉลยหรือคําตอบ 

(5)  สรางสรรคปญหาขึ้นใหมจากปญหาที่มีอยูเดิม 

 2.  การออกแบบแกปญหาจะทําใหผูออกแบบทราบวาจะตองใชความรูเร่ืองใดบาง และ 

      สามารถสรางสรรคการแกปญหาไดหลากหลายวิธี 

 

วัตถุประสงค 

 เมื่อศึกษาหนวยที่ 4 จบแลวนักเรียนสามารถ 

 1.  ทําความเขาใจโจทยปญหาได 

2.  วางแผนและออกแบบการแกปญหาได 

3.  แกปญหาไดอยางชัดเจน รัดกุม ถูกตอง 

4.  สรางสรรคการแกโจทยปญหา และดัดแปลงโจทยปญหาเดิมเปนโจทยปญหาใหมได 
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กิจกรรมระหวางเรียน 

 1.  อาจารยยกตัวอยางโจทยใหนักเรียนอภิปรายแนวคิดของวิธีการแกปญหาทางคณิตศาสตรวา 

     มีกระบวนการแกปญหาอยางไร 

 2.  อาจารยสรุปกระบวนการแกปญหาทางคณิตศาสตร แลวแสดงตัวอยางการแกปญหาเปน 

     ขั้นตอนตามกระบวนการแกปญหาที่สรุปไว 

 3.  แบงนักเรียนเปนกลุมใหออกแบบการแกปญหา โดยมีการนําเสนอวิธีการแกปญหาของ 

     แตละกลุมหนาชั้นเรียน 

 4.  นักเรียนนํากิจกรรมตามตัวอยางและแบบฝกหัด 

 5.  นักเรียนประเมินผลพัฒนาการของตนเอง 

 

สื่อการสอน 

 1.  เอกสารการสอน 

 2.  แบบฝกปฏิบัติ 

 3.  เครื่องฉายขามศีรษะ 

 

ประเมินผล 

 ประเมินผลจากแบบฝกหัดและการทดสอบ 
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 ตอนที่ 4.1  กระบวนการแกปญหา 

เร่ืองท่ี 4.1.1  การแกปญหาทางคณิตศาสตร 

 ในการแกปญหาทางคณิตศาสตรนั้น ขั้นแรกจะตองอานโจทยปญหาใหเขาใจกอน ซ่ึงใน

ปญหาอาจจะมีคําศัพท หรือบทนิยามที่กําหนดให จําเปนที่จะตองทําความเขาใจกอน  แลวดูขอกําหนด

ที่ใหมา และโจทยถามอะไร เมื่อเขาใจครบแลวอยาเพิ่งแกปญหาทันที ควรวางแผนกอนวาตองใช

ความรูเร่ืองใดบาง แลวดําเนินการตามแผนสุดทายตรวจสอบผลเฉลย หรือคําตอบที่ไดวาไมมีขอขัดแยง

กับที่กําหนดให ก็นาจะเปนผลเฉลยหรือคําตอบที่ถูกตอง สวนใหญเรามักจะหยุดกันแคนี้ แตถารูจัก

ดัดแปลงปญหาที่มีอยูเดิมแลวตั้งคําถามใหม เราจะไดปญหาที่ชวนคิดมากขึ้นและไดความรูมากมาย ดัง

ตัวอยางตอไปนี้ 

ปญหาที่ 1 

    จงเรียงอันดับของจํานวนตอไปนี้ใหถูกตอง จากนอยไปมาก 2514, 4258, 8171, 16128 และ 32103 

วิธีแกปญหา 

ขั้นทําความเขาใจ 

 เมื่อศึกษาโจทยแลวพบวา มีจํานวนหาจํานวน เขียนอยูในรูปเลขยกกําลัง และจะตองเรียง

อันดับจํานวนทั้งหานี้จากซายไปขวา และเรียงจาก นอยไปมาก 

ขั้นวางแผน 

 จากจํานวนทั้งหาพบวาเปลี่ยนแปลง เปนเลขยกกําลังที่มีฐาน เปน 2 ไดทั้งหมด จึงจะใชความรู

เร่ืองอสมการในเลขยกกําลัง ดังนี้ 

 “ถา a เปนจํานวนจริงที่มากกวา 1  b และ c  เปนจํานวนจริงบวก   โดยที่ b < c แลว  

จะได ab < ac ” และ “ ถา a, bและ c เปนจํานวนจริงบวกแลว  (ab)c =     abc ” 

ขั้นดําเนินการแกปญหา 

 พิจารณาเลขยกกําลัง แลวเปลี่ยนแปลงใหมีฐานเปน 2 จะได  

  2514 

 4258 =  22(258)  =  2516 

  8171 =  23(171) =  2513  
 16128 =  24(128) =  2512 
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 32103 =  25(103) =  2515 

เนื่องจาก 512 < 513 < 514 < 515 < 516 จึงได  

2512 < 2513< 2514< 2515      < 2516 

นั่นคือ 16128 < 8171< 2514< 32103< 4528 จึงเรียงอันดับจํานวนทั้งหาจากนอยไปมากไดดังนี้   

16128 , 8171, 2514, 32103, 4528                                                                                                                             

ปญหาที่ 2 

เซต A = { } 10q110p,1 Nq,  p q
p  ≤≤∧≤≤∈  มีสมาชิกทั้งหมดกี่ตัว 

วิธีแกปญหา 

ขั้นทําความเขาใจ 

 เซตของปญหาคือ A ส่ิงที่โจทยตองการ คือ จํานวนสมาชิกของเซต A นอกจากนี้พบวาสมาชิก

ของเซต A เปนจํานวนที่เขียนแทนไดดวยเศษสวน โดยที่ตัวเศษและตัวสวนตางก็เปนจํานวนเต็มที่มีคา

ได ตั้งแต 1 ถึง 10 

ขั้นวางแผน 

 1.  แจกแจงเศษสวนทั้งหมด สมมติมี a เศษสวน 

 2.  หาเศษสวนที่มีคาเทากัน ในแตละคาไวเปนกลุมเดียวกัน 

 3.  นับจํานวนกลุมที่ไดทั้งหมดสมมติเปน b 

 4.  นับเศษสวนทั้งหมดที่มีคาซ้ํากัน สมมติเปน c 

 5.  หาคาของ (a+b-c) จะไดคําตอบที่ตองการ 

ขั้นดําเนินการ 

 1.  เศษสวนทั้งหมดมี 10 ×10 = 100 

 2.  จัดกลุมเศษสวนที่มีคาเทากันไวดวยกัน 

กลุมท่ี 1     1
1   =  2

2   = 3
3  = 4

4  = 5
5  = 6

6  = 7
7  = 8

8  = 9
9  = 10

10  

กลุมท่ี 2    2
1   =  4

2   =  6
3   =  8

4   = 10
5  

กลุมท่ี 3    1
2   =  2

4   =  3
6   =  4

8   = 5
10    

กลุมท่ี 4    3
1   =  6

2   =  9
3   

กลุมท่ี 5    1
3   =  2

6   =  3
9  
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 กลุมท่ี 6    4
1   =  8

2   

 กลุมท่ี 7    1
4   =  2

8   

 กลุมท่ี 8    5
1   =  10

2   

 กลุมท่ี 9    1
5   =  2

10   

 กลุมท่ี 10  3
2   =  6

4   =  9
6  

 กลุมท่ี 11  2
3   =  4

6   =  6
9  

 กลุมท่ี 12  5
2   =  10

4   

 กลุมท่ี 13  2
5   =  4

10   

 กลุมท่ี 14  4
3   =  8

6   

 กลุมท่ี 15  3
4   =  6

8   

 กลุมท่ี 16  5
3   =  10

6   

 กลุมท่ี 17  3
5   =  6

10   

 กลุมท่ี 18  5
4   =  10

8   

 กลุมท่ี 19  4
5   =  8

10   

 พบวามี 19 กลุม ที่มีเศษสวนซ้ํา และเศษสวนที่ซํ้ามีทั้งหมด 56 ตัว ดังนั้นเศษสวนที่มีคา 

แตกตางกันมีทั้งหมด 100+19-56 = 63 จํานวนนั่นคือ  เซต A มีสมาชิก 63 ตัว 

ปญหาที่ 3           

 สําหรับจํานวนเต็มบวกใดๆ   n! = n(n-1) (n-2)        3 2 1   ตัวอยาง   4! = 4 3 2 1 ถา หาร 

2545! ดวย 2546 และ r เปนเศษที่ไดจากการหารนี้ r มีคาเปนเทาใด   

วิธีแกปญหา 

ขั้นทําความเขาใจ  

 โจทยบอกความหมายของ n! เมื่อ n เปนจํานวนเต็มบวกมาให  พรอมทั้งแสดงตัวอยาง จึงทํา

ใหเขาใจความหมายของ n! ไดงาย ส่ิงที่โจทยตองการคือ หาคาเศษที่ไดจากการหาร 2545! ดวย 2546 

ขั้นวางแผน  พิจารณา 2545! พบวา 

 2545!   =  2545 × 2544 × 2543 × .... × 3 × 2 × 1 

 ดังนั้นถา 2546 แยกตัวประกอบที่มากกวา 1 ไดจะทําใหตัวประกอบของ 2546 ทุกตัวมีคา 

      .  .  .     . . .      .   

   

  .
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นอยกวา 2545 ดังนั้นตัวประกอบทุกตัวของ 2546 ที่ไมใช 2546 จะเปนจํานวนในผลคูณที่ประกอบกัน 

เปน 2545! ยอมสงผลให 2546 หาร 2545! ลงตัวจึงทําใหเศษ r มีคาเทากับ 0  

ขั้นดําเนินการ 

 พิจารณา 2546 =  2 x 1273 

 ซ่ึง 2 และ 1273 ตางก็เปนตัวประกอบที่ตางกันของ 2545! 

 ดังนั้น 2 × 1273 หาร 2545! ไดลงตัว 

 นั่นคือ 2545! หารดวย 2546 ลงตัวจึงไมมีเศษ 

 ดังนั้น r = 0                                                               

ปญหาที่ 4 

 กําหนดให a และ b เปนจํานวนเต็ม ซ่ึง 

 a ∗ b = ab  คา ( )
( ) 22)22(

)22(22
∗∗∗

∗∗∗  เทากับเทาใด 

วิธีแกปญหา 

ขั้นทําความเขาใจ  

 โจทยกําหนดการดําเนินการทวิภาค ∗ บนเซตของจํานวนเต็มมาใหคือ a ∗ b = ab  

เชน 2 ∗ 3 = 23 = 8 โจทยตองการหาคาของ ( )
( ) 22)22(

)22(22  
∗∗∗

∗∗∗  

ขั้นวางแผน 

 จากเศษสวนหาคาตัวเศษ โดยทําวงเล็บในกอนออกมาทีละขั้น ตอไปหาคาตัวสวนในทํานอง

เดียวกัน แลวหาผลหารของตัวเศษ และตัวสวนจะไดคาที่ตองการ 

 นอกจากนี้เนื่องจาก มีวงเล็บซอนกัน จะพบวา 

 (a ∗ b) ∗ c   = (ab)c  =  abc 

และ       a ∗ (b ∗ c)  =  ( ) c
b

 a   จึงตองนําสมบัติทั้งสองนี้ไปใชดวย 

ขั้นดําเนินการ 

 จาก        2 ∗ (2 ∗ 2)  =  ( )
2

22  = 24   =  16 

 จะ      ( ))22(22 ∗∗∗  =  ( ))22(22 ∗∗   =  216 

 จาก (2 ∗ 2) ∗ 2        =  ( )222  =  42  =  16 
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 จะได  ( ) 22)22( ∗∗∗  =  162  =  ( )242   =  28 

ดังนั้น  ( )
( ) 22)22(

)22(22  
∗∗∗

∗∗∗ =  8

16

2
2  =   28  =  256                           

ปญหาที่ 5 

 กําหนดให x เปนจํานวนจริงซึ่ง –1 < 2x + 3 < 1 และ y เปนจํานวนจริงซึ่ง  –1 < y + 6 < 7  

จงหาชวงที่เปนเซตคําตอบของ x + y, x – y, y – x, y
x  และ x

y   

วิธีแกปญหา 

ขั้นทําความเขาใจ 

 โจทยบอกคาของ x และ y ในรูปอสมการเชิงเสน แลวใหหาชวงที่เปนเซตคําตอบของผลบวก 

ผลลบ ผลคูณ และผลหาร ระหวาง x กับ y 

ขั้นวางแผน 

 1.  หาคา x และ y ในรูปอสมการ 

 2.  ใชเงื่อนไข สําหรับจํานวนจริง a, b, c, d, x, y, z และ w 

 (1)  ถา a < x < b แลว – b < – x < – a 

 (2)  ถา a < x < b และ c < y < d แลว a + c < x + y < b + d 

 (3)  ถา 0 < a < x < b และ 0 < c < y < d แลว 0 < ac < xy < bd     

(4)  ถา a < x < b < 0 และ c < y < d < 0 แลว 0 < bd < xy < ac 

(5)  ถา 0 < a < x < b และ c < y < d < 0 แลว bc < xy < ad < 0 

(6)  ถา 0 < a < b แลว 0 < b
1  < a

1    

(7)  ถา a < b < 0 แลว b
1  < a

1  < 0 เปนตน 

ขั้นดําเนินการแกปญหา 

 จาก  –1 < 2x + 3 < 1 

 จะได   –1 – 3 < 2x + 3 – 3 <1 – 3  

 ดังนั้น –4 < 2x < –2 

 นั่นคือ –2 < x < –1  ..............  

 จาก  –1 < y + 6 < 7 

 จะได –1 – 6 < y + 6 – 6 < 7 – 6 
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 จะได –7 < y <1    ..............  

หาคาของ x + y 

 จาก  และ  และเงื่อนไข 2(2) 

 จึงได (–2) + (–7) < x + y < (–1) + 1 

 นั่นคือ –9 < x + y < 0 

ดังนั้นเซตคําตอบของ x + y คือ (–9, 0) 

หาคาของ x – y 

 จาก  และ  จะได –1 < –y < 7  ..............  

             + ;    (–2) + (–1) < x – y < (–1) + 7 

 จะได  –3 < x – y < –6 

 ดังนั้นเซตคําตอบของ x – y คือ (–3, 6) 

หาคาของ  y – x  

 จาก  –3 < x – y < –6 

 จึงได –6 < y – x < 3 

 ดังนั้นเซตคําตอบของ y – x คือ (–6, 3) 

หาคาของ  xy 

 พิจารณา –7 < y < 1 จะได –7 < y < 0 หรือ y = 0 หรือ 0 < y < 1 

 และจาก  –2 < x < –1 < 0 จะมีกรณีท่ีพิจารณาไดดังนี้ 

กรณีท่ี 1  –7 < y < 0 และ –2 < x < –1 

 จะได  (0) (1) < xy < (–7)( –2) (โดยเงื่อนไข 2(4)) 

 ดังนั้น  0 < xy < 14 

กรณีท่ี 2  y = 0 และ –2 < x < –1 

 จะได  xy  =  0 

กรณีท่ี 3  0 < y < 1 และ –2 < x < –1 

 จะได (1) (–2) < xy < (0) (–1) โดยเงื่อนไข 2 (5) 

 ดังนั้น  –2 < xy < 0 
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 จากทั้งสามกรณีจะไดเซตคําตอบของ xy คือ  (0, 14) ∪  {0} ∪  (–2, 0) หรือ (–2, 14)  

หาคาของ    y
x  

 ในการหาคาของ  y
x   นั้นจะตองตัดกรณีท่ี y = 0 ออกไปจึงพิจารณา กรณีท่ี –7 < y < 0  

และกรณีท่ี 0 < y < 1 เทานั้น 

กรณีท่ี 1  –7 < y < 0 จะได y
1 < – 7

1  

 จาก –2 < x < –1 จะได  7
1  <  y

x  โดยเงื่อนไข 2(4) 

กรณีท่ี 2  0 < y < 1  จะได 1 <  y
1  

 จาก  –2 < x < –1 จะได  y
x  < –1 โดยเงื่อนไข 2(5) 

 จากทั้งสองกรณีจะไดเซตคําตอบของ y
x  คือ 

 ( )∞,7
1 ∪  (–∞ , –1) หรือ (–∞ , –1) ∪ ( )∞,7

1  

หาคาของ   x
y  

 พิจารณา  –2 < x < –1 จะได –1 <  x
1   < – 2

1  

 เนื่องจาก x ≠ 0 การหาคาของ  x
y   จึงพิจารณากรณีของ y ท้ังสามกรณีเชนเดียวกับการหาคา

ของ xy ดังนี้ 

กรณีท่ี 1  –7 < y < 0 และ –1 <  x
1  < – 2

1  

 จะได (0) ( )2
1− < x

y  < (–7) (–1) (โดยเงื่อนไข 2(4)) 

 นั่นคือ  0 <  x
y   < 7 

กรณีท่ี 2 0 < y < 1 และ –1 < x
1   < – 2

1  

 จะได (1) (–1) < x
y < 0( )2

1−  

 นั่นคือ –1 < x
y  < 0 

กรณีท่ี 3  y = 0  จะได  x
y  = 0    

จากทั้งสามกรณี จะไดเซตคําตอบของ x
y คือ 

(–1, 0) ∪  {0} ∪  (0, 7) หรือ (–1, 7) 
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 ตอนที่ 4.2  การสรางสรรคปญหา 

เร่ืองท่ี 4.2.1  การดัดแปลงปญหาคณิตศาสตร 

จากปญหาทั้งหาปญหาที่กลาวมาแลว ถาเปลี่ยนแปลงคําถาม หรือดัดแปลงโจทยจะทําใหมี

ปญหาที่ชวนคิดหลายหลายขึ้นมาทันที 

จากปญหาที่ 1 

 จงเรียงอันดับของจํานวนตอไปนี้ใหถูกตองจากนอยไปมาก 2514 , 4258, 8171, 16128 และ 32103 

ดัดแปลงเปน 

 

  

 

จากปญหาจะเห็นวา เงื่อนไขความรูเปล่ียนไป คือ ตองใชเงื่อนไข  “สําหรับจํานวนจริงบวก 

a, b และ c ถา a < b แลว ac < bc” 

    พิจารณา   2584  = ( )2 2)258( =   (66564)2 

             1718  = ( )2 4)171(    =   (2221461)2 

      (128)16 = ( )2 8)128(  =  n2 โดยท่ี n = 1288 มากกวา 2221461 

      (103)32   = ( )2 16)103( = m2 โดยท่ี m = 10316มากกวา 1288 

 ดังนั้น 5142 < 2584 <1718 < 12816 < 10332 อันดับของจํานวนจากนอยไปมากคือ 5142 , 2584, 

1718, 12816 และ 10332                                                                                   

จากปญหาที่ 2 

  เซต A = ( )10q110p1,Nq, p q
p ≤≤∧≤≤∈ มีสมาชิกทั้งหมดกี่ตัว ดัดแปลงเปน 

  

 

 

 

 

จงเรียงอันดับของจํานวนตอไปนี้ใหถูกตองจากนอยไปมาก 

5142 , 2584, 1718, 12816 และ 10332 

กําหนด A = ( )10q110p1,Nq, p q
p ≤≤∧≤≤∈  จงหา 

ความนาจะเปนในการเลือกสมาชิกสองตัวท่ีแตกตางกันของ 

A ท่ีมีผลบวกเทากับ 1 
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 จากปญหาจะเห็นวา นําปญหาเดิมมาคิดเพิ่มเติม ดวยการเลือกสมาชิกใน A ซ่ึงเปนเศษสวนสอง

จํานวนที่แตกตางกันมาบวกกัน ใหมีคาเทากับ 1 เมื่อเลือกไดแลวจึงหาความนาจะเปนในการเลือกนั้น ซ่ึง

ตองใชจํานวนสมาชิกของ A ท้ังหมดจากปญหาที่ 2 กอนหนานี้ ซ่ึงตองใชจํานวนสมาชิก 63 ตัว หลังจาก

นั้นใชวิธีจัดหมูเลือกสมาชิก 2 ตัว ของเซต A จากสมาชิกทั้งหมด เพื่อเปนปริภูมิตัวอยางไดเทากับ            

( )63
2  = 2

6263× =         63 × 31  

 หลังจากนั้นแจกแจงคูสมาชิกของ A ท่ีแตกตางกันแตมีผลบวกเทากับ 1 ซ่ึงแจกแจงไดดังนี้ 

 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

3
2,

3
1 , { }4

5,4
1 ,{ }54,5

1 ,{ }65,6
1 ,{ }76,7

1 ,{ }87,8
1  

 { }98,9
1 , { }10

9,10
1 ,{ }53,5

2 ,{ }75,7
2 ,{ }97,9

2 ,{ }7
4,7

3  

 { }85,5
3 , { }10

7,10
3 ,{ }95,9

4  

 ซ่ึงมีท้ังหมด 15 คู สมาชิกจะเห็นวาการแจกแจงนี้ ไมคิดอันดับเพราะเปนเหตุการณของวิธีจัดหมู 

 ดังนั้นความนาจะเปนในการเลือกสมาชิกสองตัวท่ีแตกตางกันของ A ท่ีมีผลบวกเทากับ 1 คือ 

3163
15
× = 1953

15                                                                                                                   

จากปญหาที่ 3 

 สําหรับจํานวนเต็มบวกใดๆ n! = n(n – 1) (n – 2)       3 2 1  

ตัวอยาง 4! = 4 3 2 1  

 ถาหาร 2545! ดวย 2546 และ r เปนเศษสวนที่ไดจากการหารนี้ r มีคาเปนเทาใด 

ดัดแปลงเปน 

  

  

 จากปญหาที่ 3 เดิมพบวา 2546 หาร 2545! ไดลงตัว และ 2546   เปนจํานวนประกอบ เห็นได

ชัดวาจํานวนเฉพาะตัวถัดไปที่มีคามากกวา 2546 จะหาร 2545! ไมลงตัว ท้ังนี้เพราะจํานวนเฉพาะตัว

นั้น จะไมใชตัวประกอบของ 2545! 

 จํานวนเฉพาะตัวถัดไปที่มากกวา 2546 คือ 2549 เปนจํานวนเฉพาะ ตัวท่ีเล็กที่สุดที่หาร 2545! 

ไมลงตัว 

หมายเหต ุ เซตของจํานวนเฉพาะในชวง 2500 – 2599 คือ 

       {2503, 2521, 2531, 2539, 2543, 2549, 2551, 2557, 2591, 2593}                    

จํานวนเฉพาะที่เล็กที่สุดหาร 2545! ไมลงตัวคือจํานวนใด 

 .  .       

  . . .   .     

  

  .

  . 
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จากปญหาที่ 4  กําหนดให a และ b เปนจํานวนเต็ม ซ่ึง 

 a ∗ b = ab คาของ ( )( )
( )( ) 2222

2222
∗∗∗

∗∗∗ เทากับเทาใด 

ดัดแปลงเปน 

 

 

 

 

จาก a ∗ b = ab  ทุก a, b ∈ N 

(1)  จะเห็นไดวา a ∗ 1 =  a1 = a ดูเหมือนวา 1 นาจะเปนเอกลักษณสําหรับ ∗ บน N แตนิยามของ

เอกลักษณ สําหรับการดําเนินการ บนเซต A ใดๆ คือ สําหรับ i ∈A จะได  a ∗ i = i ∗ a = a  จาก ∗ บน 

N พบวา  

a ∗ 1 = a1 = a 

แต 1 ∗ a = 1a = 1 ≠ a 

ดังนั้น 1 ไมใชเอกลักษณสําหรับ ∗ บน N 

สมมติวามี n ∈ N ซ่ึง n เปนเอกลักษณสําหรับ ∗ บน A 

ดังนั้น a ∗ n = n ∗ a = a ทุก a ∈ N 

จะได an = na ทุก a ∈ N แตขอความนี้ไมเปนจริง 

จึงสรุปไดวา ไมมี n ตัวใดใน N ท่ีเปนเอกลักษณสําหรับ ∗ บน N 

(2)  เนื่องจาก ab  ≠ ba  เมื่อ a ≠ b ทุก a, b ∈ y 

จึงสรุปไดวา ∗ ไมมีสมบัติการสลับที่บน N                               

จากปญหาที่ 5  

 กําหนดให x เปนจํานวนจริงซ่ึง –1 < 2x + 3 < 1 และ y เปนจํานวนจริงซ่ึง –1 < y + 6 < 7 

 จงหาชวงที่เปนเซตคําตอบของ x + y, x – y, y – x, xy, y
x  และ x

y  

ดัดแปลงเปน 

 

 

 

กําหนดให ∗ เปนการดําเนินการบนเซตของจํานวนเต็ม
บวก N นิยามโดย a ∗ b = ab 

(1)  มีเอกลักษณสําหรับ ∗ บน N หรือไม 
(2)  ∗ มีสมบัติการสลับที่บน N หรือไม 

กําหนดให x เปนจํานวนจริง ซ่ึง –1 <  2 x + 3 < 1 และ y เปนจํานวนจริงซ่ึง  –1 < y + 6 < 7 

จงหาคามากที่สุด และคานอยท่ีสุดของ x + y, x – y,  y – x, xy, y
x  และ x

y  ถามี  
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 จากปญหาที่ 5 เดิม เมื่อเปลี่ยนเงื่อนไขจาก " < " เปน " < "  

 ดังนั้นคาของ x และ y เดิมจาก –2 < x < –1 และ –7 < y < 1 

 จึงเปลี่ยนเปน –2 < x < –1 และ –7 < y < 1 

สงผลใหจากเดิม     – 9 < x + y < 0 

 เปล่ียนเปน  – 9 <  x + y < 0 

 ทําใหคาต่ําสุดของ   x + y คือ  – 9 

 และคาสูงสุดของ    x + y คือ 0 

จากเดิม   -3 < x - y < 6 

 เปล่ียนเปน   –3 < x – y < 6 

 ทําใหต่ําสุดของ    x – y คือ  –3 

 และคาสูงสุดของ   x – y คือ 6  

จากเดิม      –6 < y – x < 3 

 เปล่ียนเปน   –6 < y – x < 3 

 ทําใหคาต่ําสุดของ   y – x คือ  –6 

 และคาสูงสุดของ   y – x คือ 3  

จากเดิม      –2 < xy < 14 

 เปล่ียนเปน   –2 < xy < 14 

 ทําใหต่ําสุดของ    xy คือ  –2 

 และคาสูงสุดของ   xy คือ 14   

จากเดิม    – ∞ < y
x < –1 หรือ 7

1  < x < ∞ 

 เปล่ียนเปน   – ∞ < y
x  < –1 หรือ 7

1  < x < ∞ 

 จะเห็นไดวา  y
x  ไมมีคาต่ําสุด และไมมีคาสูงสุด 

จากเดิม    –1 <  y
x  < 7 

 เปล่ียนเปน  –1 < x
y  < 7 

 ทําใหคาต่ําสุดของ   x
y   คือ –1 

 และคาสูงสุดของ    x
y   คือ 7 
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 จากปญหาทั้ง 5 ขอ ดังที่แนะนํามานี้จะเห็นไดวา เราสามารถดัดแปลงปญหาเดิมเปนปญหา

ใหมได โดยท่ีปญหาที่ดัดแปลงใหม อาจใชพ้ืนฐานความรูเดิม จากปญหาเดิม มาแกปญหาที่ดัดแปลง

แลว และนอกจากนี้ ตองใหความรูพ้ืนฐานอื่นเพิ่มเติมก็ได อันเปนการทําใหกระบวนการแกปญหา มี

การสรางสรรคมากขึ้น 

 

 

แบบฝกหัดที่ 4 
 

1.  จงออกแบบการแกปญหา และแกปญหาตอไปนี้ 

กําหนดให  U  = {1, 2, 3, ..., 100} 

   A  = {X ∈ U | 2 หารลงตัว} 

   B  = {X ∈ U | 3 หารลงตัว} 

| n(A – B) – n (B – A) |  เทากับเทาใด 

 

2.  จงดัดแปลงปญหาในขอ 1 เปนปญหาใหม แลวออกแบบการแกปญหา และแกปญหาที่ดัดแปลงนี้ 
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หนวยที่ 5 

ระเบียบวิธีพสิูจน 
 

ตอนท่ี 5.1  การพิสูจนประโยค ถา...แลว... 

ตอนท่ี 5.2  การพิสูจนประโยคท่ีมตัีวเชื่อมผสม 

ตอนท่ี 5.3  การพิสูจนประโยคท่ีมตัีวบงปริมาณ 

แนวคิด 

 1.  ประโยค “ถา...แลว...” จะมีกําหนดใหเปนเหตุใหไดผลเปนขอสรปุ ซึ่งอาจจะมกีําหนดให 

      มากกวาหนึ่งอยาง และขอสรุปอาจจะมมีากกวาหนึ่งอยาง 

 2.  การพิสจูนประโยค “ถา...แลว...” วาเปนจริง จําเปนตองใชความสมเหตุสมผล บทนิยาม  

      สัจพจน ทฤษฎีบทเสริม หรอืทฤษฎีบทที่มีมากอน 

 3.  การพิสจูน อาจจําเปนตองใชการแจงกรณี  ขอขดัแยง  ขอความแยงสลับที ่ ชวยในการ                           

                   พิสูจน 

 4.  การพิสจูนประโยค “ถา...แลว...” อาจใชการคิดแบบยอนกลับมาชวยการพิสจูนได 

 5.  ประโยคทีม่ีตัวบงปริมาณจะประกอบดวย ตัวบงปรมิาณสําหรับสมาชิกทุกตัว  สมาชิกบางตัว 

      ในการพสิจูนประโยคทีม่ีตัวบงปริมาณ สําหรับสมาชิกทุกตัววาเปนจริงนั้น เซตคําตอบของ 

      ประโยคเปดตองเทากับเอกภพสัมพัทธ 

      ในการพสิจูนประโยคทีม่ีตัวบงปริมาณสําหรับสมาชิกบางตัววาเปนจริงนั้นเซตคําตอบตอง 

       ไมเทากับเซตวาง 

      นอกจากนีส้ําหรับตัวบงปริมาณเฉพาะคอื “มีเพียงหนึ่งเดียวเทานัน้” เซตคําตอบจะมี 

      สมาชิกเพียงตัวเดียว 

วัตถุประสงค 

 เมื่อศกึษาหนวยที่ 5 จบแลว นักเรียนสามารถ 

 1. ออกแบบการพิสูจนและพิสจูนประโยค ถา...แลว... ไดในเนือ้หาความรูตามระดับช้ันที่เรียน 

 2. ออกแบบการพิสูจนและพิสจูนประโยคทีม่ีตัวเชื่อมผสมไดในเนือ้หาตามระดับชั้นท่ีเรียน 

 3. ออกแบบการพิสูจนและพิสจูนประโยคทีม่ีตัวบงปริมาณในเนื้อหาตามระดับช้ันท่ีเรยีน 
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กิจกรรมระหวางเรียน 

 1.  อาจารยอธบิายแนวคิดและขั้นตอนวิธกีารพสิจูน 

 2.  อาจารยใหตัวอยางการพิสูจนประโยค ถา... แลว ...การพสิูจนประโยคที่มีตัวเชือ่มผสม  

      การพิสจูนประโยคที่มีตัวบงปริมาณ 

 3.  แบงนักเรยีนเปนกลุม  ใหนักเรยีนบางกลุมออกแบบการพิสจูนและพิสูจนประโยค ถา...   

                   แลว...  บางกลุมออกแบบการพิสจูนและพิสจูนประโยคทีม่ีตัวเชื่อมผสม บางกลุมออกแบบ  

                  การพสิูจน และพิสูจนประโยค ที่มีตัวบงปริมาณ โดยใชเนื้อหาตามระดับช้ันท่ีเรยีน 

 4.  นักเรียนนําเสนอผลงานของกลุมหนาช้ันเรยีน 

 5.  นักเรียนทํากิจกรรมตามตวัอยางและแบบฝกหัด 

 6.  นักเรียนประเมินพัฒนาการของตนเอง 

 

สื่อการสอน 

 1. เอกสารการสอน 

 2. แบบฝกหัด 

 3. เครือ่งฉายขามศีรษะ 

 

ประเมินผล 

 ประเมินผลจากแบบฝกหัดและการทดสอบ 
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ตอนท่ี 5.1  การพิสูจนประโยค ถา...แลว... 

เร่ืองที่ 5.1.1  ข้ันตอนวิธีการพิสูจน 

 ในการพสิูจนประโยคทางคณิตศาสตรนั้น มีขั้นตอนการพิสูจนดังนี ้

 ขั้นที่ 1 ทําความเขาใจประโยคที่จะตองพิสูจน โดยศึกษาสิ่งที่กําหนดให สิ่งท่ีจะตองพสิูจน 

บทนิยามท่ีเกี่ยวของและความหมายทีส่มมลูกับประโยคที่จะทําการพสิจูน 

 ขั้นที่ 2 วิเคราะหขอมูลท่ีใช ศึกษาความรูของเนือ้หาพื้นฐานที่เกีย่วของ จาํลองโครงสรางทาง

ตรรกวิทยาของรูปประโยคการพสิูจน การมองยอนกลับ 

 ขั้นที่ 3 ใชเทคนคิการอางเหตุผลแบบตาง ๆ  

 ขั้นที่ 4 ออกแบบการพิสูจนแลวดําเนินการพสิูจน 

 ขั้นที่ 5 ตรวจสอบความสมเหตสุมผลทุกขั้นตอนการพสิูจน ถาไมสมเหตุสมผล ยอนไปศึกษา 

ขั้นท่ี 1,2,3 หรอื 4 ใหม แลวแกไขใหถูกตอง 

 สิ่งที่เปนประโยชนและชวยในการพสิูจน มดีังนี ้

 1. ขอความแยงสลับทีข่องทั้ง   บทนิยาม ทฤษฎีบท สัจพจน และขอความที่จะพิสูจน 

 2. นิเสธของทั้ง   บทนิยาม ทฤษฎีบท สัจพจน และขอความที่จะพิสูจน 

 

ตัวอยางที่ 5.1.1  จงเขยีนขัน้ตอนวธิีการพิสูจนขัน้ที่ 1-3  ของขอความ 

   “ถา a เปนจํานวนเต็มแลว a2 + a เปนจํานวนคู” 

วิธีทํา 

 ขั้นที่ 1 ทําความเขาใจ 

 สิ่งที่กําหนดใหคอื “a เปนจาํนวนเต็มใดๆ” ในท่ีนี้เอกภพสัมพัทธคอื เซตของจํานวนเต็ม สิง่ที่

จะตองพสิูจนคอื “a2 + a เปนจํานวนคู” บทนิยามที่เกี่ยวของคือ จํานวนคู จํานวนคี่ ความหมายทีส่มมูล

กับประโยคท่ีจะทําการพสิูจน คอื “ถา a เปนจํานวนคี่ หรอืจํานวนคูแลว a2 + a เปนจํานวนคู” 

 ขั้นที่ 2 วิเคราะหขอมูลที่ใช 

 ความรูเนือ้หาพื้นฐานที่ใช คอื  

 (1) a เปนจํานวนคี่ก็ตอเมือ่ a = 2n + 1 สําหรบับางจํานวนเต็ม n 

 (2) a เปนจํานวนคูก็ตอเมือ่ a = 2n สําหรับบางจํานวนเต็ม n 
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 (3) สมบัติปดของการบวกและการคูณจํานวนเต็ม 

 (4) กําลังสองของนิพจน 

รูปประโยคและโครงสรางการพสิูจน 

 (1) P → (R1∨ R2) 

 (2) (R1 → Q) ∧ (R2 → Q) 

  

 เมื่อ P คือ “a เปนจํานวนเต็ม” 

  R1 คือ “a เปนจํานวนคี”่ 

  R2 คือ “a เปนจํานวนคู” 

  Q คือ “a2 + a เปนจํานวนคู’ 

 ขั้นที่ 3  ใชเทคนคิการอางเหตุผล 

 (1) ให a เปนจํานวนเต็มใด ๆ จะได a เปนจํานวนคี่ หรอื a เปนจํานวนคู 

 (2) 2.1  กรณีที่ a เปนจํานวนคี่ ใชบทนิยามจํานวนคี่แลว ดาํเนินการทางพีชคณิต จนได a = 

2m สําหรับบางจํานวนเต็ม m  

  2.2  กรณีที่ a เปนจํานวนคู ใชบทนิยามจํานวนคูแลว ดาํเนินการทางพีชคณิต จนได a = 

2m สําหรับบางจํานวนเต็ม m  

 (3) จาก (1) และ (2) สรุปไดตามตองการ 

    

ตัวอยางที่ 5.1.2  จงเขยีนขัน้ตอนวธิีการพิสูจน ขัน้ที่ 1 – 3  ของขอความ 

  “ถา A และ B เปนเซตใดๆ ซ่ึง A ⊆ B แลว A ∩ B'  = ∅” 

วิธีทํา 

 ขั้นที่ 1  ทําความเขาใจ 

 สิ่งที่กําหนดใหคอื “A และ B เปนเซตใด ๆ ซึ่ง A ⊆ B” 

 สิ่งที่จะตองพสิูจน คอื “A ∩ B' = ∅” 

 บทนิยามท่ีเกี่ยวของ คอื สับเซต คลอมพลีเมนต อนิเตอรเซกชัน และเซตวาง 

 ความหมายทีส่มมูลกับขอความที่พิสูจน คอื “ถา A ∩ B' ≠ ∅ แลว A ⊆ B” 
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 ขั้นที่ 2  วิเคราะหขอมลูท่ีใช 

 ความรูพื้นฐานที่ใช คอื 

 (1) A ⊆ B ก็ตอเม่ือ ถา x ∈ A แลว x ∈ B 

 (2) X = ∅ ก็ตอเมื่อ ทุก x ∈ U จะได x ∉ X 

 (3) X ∩ Y' = {x ∈ U ⏐x ∈ X และ x ∉Y}  

 รูปประโยคและโครงสรางการพสิูจน 

 (1) P → Q  

 (2) ~Q → ~P ซึ่งสมมูลกับ (1) 

 เมื่อ P คือ “A ⊆ B”  

  Q คือ “A ∩ B' = ∅” 

  ~Q คือ “A ∩ B' ≠ ∅” 

  ~P คือ “A⊆  B” 

 

 ขั้นที่ 3  ใชเทคนคิการอางเหตุผล  

 เนื่องจากจะตองสรุปวา “A ∩ B' = ∅” จึงไมสามารถนํา x มาเปนสมาชิกของ A ∩ B' ได 

เพราะ A ∩ B' = ∅ ซึ่งไมมีสมาชิก จึงจะพิสูจนขอความ “~Q → ~P” แทน ซึ่งเปนขอความแยงสลับท่ี

ของขอความ “P → Q” 

 นั่นคือ จะพิสูจน “ถา A ∩ B' ≠ ∅ แลว A ⊆ B” 

 ความรูพื้นฐานที่ใชคอื 

 (1) X ≠ ∅ ก็ตอเม่ือมี x ซึ่ง x ∈ X 

 (2) A ⊆  B ก็ตอเมื่อมี x  ซึ่ง x ∈ A แต x ∉ B 

 การพสิจูนดําเนินการดังนี้ 

 ให A ∩ B' ≠ ∅ 

 แลวสรุปใหไดวา A ⊆ B จะเปนการจบการพิสูจน 
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เร่ืองที่ 5.1.2  การพสิจูนประโยค ถา...แลว... 

 จากเรือ่งที่ 5.1.1 กลาวถงึขั้นตอนการพิสูจน ในเรือ่งนีจ้ะเปนแบบรูปการพสิูจนประโยค        

ถา P แลว Q ซึง่เขยีนเปนสญัลักษณในรูป P → Q 

 

การพิสูจนประโยค  P → Q 

อยูในรูป กําหนดให  P  

   • 

   • 

   •  

 ขอสรุป    Q 

ความสมเหตุสมผล  อาจใช 

- การแจงกรณี  R1 ∨R2 ∨...∨Rn อยูในรูป 

 P → ((R1∨R2∨...∨Rn) → Q) 

 นั่นคือตองแสดง P → (R1∨R2∨...∨Rn) 

 และ (R1 → Q) ∧ (R2 → Q) ∧... ∧(Rn → Q) 

- ขอขัดแยง สมมติ ~Q แลวได S∧~S เกิดการขดัแยงสมมติ จึงผิด  

  นั่นคือ สรุปได Q 

- ขอความแยงสลับท่ี กลาวคอื พสิูจน ~Q → ~P แทนการพิสูจน P → Q 

ตัวอยางที่ 5.1.3  จงพิสจูนวา “ถา a เปนจํานวนเต็มแลว a2 + a เปนจํานวนคู” 

 รูปประโยคโครงสรางการพสิูจน   

  (1) P → (R1 ∨ R2) 

  (2)      (R1 → Q) ∧ (R2 → Q) 

 

พิสูจน ให a เปนจํานวนเต็ม 

 จะได a เปนจํานวนคีห่รอืจํานวนคู 

 กรณีท่ี 1   ถา a เปนจํานวนคี ่

ใชความสมเหตุสมผล 
    บทนิยาม, สัจพจน 

 ทฤษฎีท่ีมีมากอน 
   ทฤษฎีบทเสริม (การพิสูจนยอย) Comment [p1]:  
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    จะได a = 2n + 1สําหรับบางจํานวนเต็ม n 

    ดังนั้น a2 + a  = (2n + 1)2 + (2n + 1) 

      = 4n2 + 4n + 1 + 2n + 1 

      = 4n2 + 6n + 2 

      = 2 (2n2 + 3n + 1) 

 จึงได a2 + a เปนจํานวนคู 

 กรณีท่ี 2   ถา a เปนจํานวนคู 

    จะได a = 2n สําหรับบางจํานวนเต็ม n  

    ดังนั้น a2 + a  = (2n)2 + 2n 

      = 4n2 + 2n 

      = 2(2n2 + n) 

    จึงได a2 + a เปนจํานวนคู 

 จากท้ังสองกรณีจะได ถา a เปนจํานวนเต็มแลว  

     a2 + a เปนจํานวนคู 

ความรูท่ีใช  1.  บทนิยามจํานวนคี่จํานวนคู 

   2.  กําลังสองของนิพจน 

           

ตัวอยางที่ 5.1.4  จงพิสจูนวา “ถา a เปนจํานวนจริงบวกแลว a + a
1 ≥ 2” 

 

 การคิดยอนเพือ่หาแนวทางการพิสูจน 

  ถาได   a + a
1 ≥ 2    

  จะตองได a2 + 1 ≥ 2a   

       a2 - 2a + 1 ≥ 0 

            (a - 1)2 ≥ 0  

 

                      

อสมการคงเดมิ 
เพราะ a > 0 
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รูปประโยคและโครงสรางการพสิูจน   

(1) (P ∧ P1) → Q เมื่อ P1 เปนความจริงทีพ่ิสูจนแลว   

กรณีนี้ P1 เปนตัวชวย 

 

 

 

 

พิสูจน ให a เปนจํานวนจริงบวก      (P) 

 เนื่องจาก (a - 1)2 ≥ 0       (P1) 

 จะได a2 - 2a + 1 ≥ 0 

 ดังนั้น  a2 + 1 ≥ 2a 

 จึงได  a
1a2

+   ≥  a
a2  

    a + a
1    ≥   2       (Q) 

ความรูท่ีใช  (1) สําหรับจํานวนจริง b ใด ๆ จะได b2 ≥ 0 

   (2) สําหรับจํานวนจริง b, c และ d ซึ่ง d > 0 

          ถา b > c แลว bd > cd 

  

ตัวอยางที่ 5.1.5    จงพิสจูน “สําหรับเซต A และ B ใด ๆ ถา A ⊆ B แลว A ∩ B' = ∅” 

 

 รูปประโยคและโครงสรางการพสิูจน  

              แบบที่ (1) จะพิสูจน P → Q           

        โดยพสิูจนขอความแยงสลับที่ ~Q → ~P 

พิสูจน  ให A และ B เปนเซตใด ๆ ซ่ึง A ∩ B' ≠ ∅ 

 ดังนั้นมี x ซึ่ง x ∈ A ∩ B' 

 จะได x ∈ A และ x ∈ B'     (บทนิยาม  ∩)  

 แสดงวา x ∈ A และ x ∉ B    (บทนิยาม ') 

 นั่นคือ A⊆ B       (นิเสธของ ⊆) 

 จึงได “ถา A ∩ B' ≠ ∅ แลว A⊆ B” 

 โดยขอความแยงสลับท่ีจะได “ถา A ⊆ B แลว A ∩ B' = ∅” 
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 รูปประโยคและโครงสรางการพสิูจน  

                    แบบท่ี (2) จะพิสูจน P → Q 

 โดยให P และสมมุติ ~Q แลวไดขอขัดแยง R∧~R  

  สมมติจึงผิด นัน่คอื ไดขอสรปุ Q 

 ให A ⊆ B 

 สมมติ A ∩ B' ≠ φ 

 จึงมี x ซึ่ง x ∈ A และ x ∈B' 

 แสดงวา x ∈ B และ x ∈ B' (เพราะ A ⊆ B) 

 ดังนั้น x ∈ B และ x ∉ B ไดขอขัดแยง 

 สมมติ A ∩ B' ≠ φ จึงผิด นั่นคือ A ∩ B' = ∅ 

 จึงได “ถา A ⊆ B แลว A ∩ B' = ∅”                                                 

การพิสูจนประโยคทีเ่หตุเปนเท็จ 

ตัวอยางที่ 5.1.6  จงพิสจูนวา “ ∅ ⊆ A สาํหรับทุกเซต A” 

 วิเคราะหการพิสูจน ตองใชบทนิยามการเปนสับเซต 

 A ⊆ B ก็ตอเมื่อสําหรับทุก x ถา x ∈ A แลว x ∈ B มีกรณีเหตุเปนเท็จ กลาวคอื x ∈ ∅ 

พิสูจน สําหรับเซต A ใด ๆ  

 ให a ∈ ∅ จะได “a ∈ ∅” เปนเท็จ สําหรับทุก a  

 ดังนั้น “a ∈ ∅ → a ∈ A” เปนจริงสําหรับทกุ a  

 นั่นคือ  ∅ ⊆ A 

     วิธีท่ี 2 พิสูจน  P โดยสมมติ ~P แลวเกิดขอขดัแยง 

    R∧~R จึงสรปุไดวา P 

พิสูจน สมมติ ∅ ∉ A 

 ดังนั้น มี x ซึ่ง x ∈ ∅ และ x ∉ A  (นิเสธของ ⊆) 

 แต x ∈ ∅ ขัดแยงกับ x ∉∅  (สมบัติของ ∅)                 

 ดังนั้น   ∅ ⊆ A จึงผิด 

 นั่นคือ  ∅ ⊆ A 
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ตัวอยางที่ 5.1.7  จงพิสจูนวา "ถา f เปนฟงกชันเพิ่มแลว f-1 เปนฟงกชันเพิ่ม 

 วิเคราะหเพือ่การพสิูจน 

 ถา f เปนฟงกชันเพิ่ม ตองรูบทนิยามของฟงกชันเพิ่ม 

บทนิยาม 1  f เปนฟงกชันเพิ่มก็ตอเมือ่สําหรับ x 1, x 2 ∈ Df 

   ถา x 1 < x 2 แลว f(x 1) < f(x 2) 

 ในการสรุปวา f--1 เปนฟงกชันเพิ่ม ตองแสดงกอนวา 

 f--1 เปนฟงกชัน ซึ่งกอนหนานี้ f ตองเปนฟงกชัน 1-1 ตองรูบทนยิามฟงกชัน 1-1 

บทนิยาม 2  ฟงกชัน f เปนฟงกชัน 1-1 กต็อเมือ่ 

 สําหรับ x 1, x 2 ∈ Df ถา f(x 1) = f(x 2) แลว x 1 = x 2 หรอืสําหรับทุก x 1, x 2 ∈ Df ถา x 1 ≠ x 2 

แลว f(x 1) ≠ f(x 2) 

              จากกาํหนดให f เปนเพียงฟงกชันเพิ่ม ตองการ f เปนฟงกชัน 1-1 ขอความนี้จึงนาจะเปนจรงิ             

              กลาวคอื "ถา f เปนฟงกชันเพิ่มแลว f เปนฟงกชัน 1-1" 

 จึงตองพิสจูนทฤษฎีบทเสรมิ 

 "ถา f เปนฟงกชันเพิ่มแลว f เปนฟงกชัน 1-1" 

 สงผลให f--1 เปนฟงกชัน 

 เมื่อ f และ f-1 เปนฟงกชันสิ่งท่ีทราบคอื 

 (1) Df = Rf
-1 และ Rf = Df

-1 

 (2) y = f(x) ก็ตอเมื่อ x = f-1(y) 

สุดทายตองแสดงวา สําหรบัทุก y1, y2 ∈ Df -1   ถา  y1 < y2 แลว f-1(y1) < f-1 (y2) 

พิสูจน  รูปประโยคและโครงสรางการพิสูจน 

 (1) P → P1 (P1 (ทฤษฎีบทเสรมิ) ถา f เปนฟงกชันเพิ่มแลว f เปนฟงกชัน 1-1) 

 (2) P1 → Q1 (ถา f เปนฟงกชัน 1-1 แลว f-1 เปนฟงกชัน) 

 (3) แสดง Q2 (f
-1 เปนฟงกชันเพิม่) 

พิสูจน ให f เปนฟงกชันเพิ่ม 

 จะพิสูจนวา f เปนฟงกชัน 1-1 

 ให x 1, x 2 ∈ Df และ x 1 ≠ x 2  
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 ดังนั้น x 1 < x 2 เปนการเพยีงพอ กรณี x 2 < x 1 แสดงไดทํานองเดียวกนั  

 (เพราะ x 1, x 2 เปนสมาชกิใด ๆใน Df) 

 ถา x1 < x 2 จะได f(x 1) < f(x2) (f เปนฟงกชันเพิ่ม) 

  จึงได f(x 1) ≠ f(x 2)  

  จาก x 1 ≠ x 2 แลวได f(x 1) ≠ f(x 2) 

  แสดงวา f เปนฟงกชัน 1-1 

 จากทฤษฎีบทที่มีมากอนกลาววา 

  "ถา f เปนฟงกชัน 1-1 แลว f-1 เปนฟงกชัน" 

 จึงได f-1 เปนฟงกชัน นอกจากนี้จะได Df = Rf
-1 และ Rf = Df

-1 

จะแสดง f-1 เปนฟงกชันเพิ่ม 

 ให y1, y2 ∈ 1 
f

D − และ y1 < y2 

 จะตองแสดงวา f-1(y1) < f-1(y2) 

 เนื่องจาก y1, y2 ∈ Rf จึงมี x 1 และ x 2 ซึ่ง 

 y1 = f(x 1) และ y2 = f(x 2) 

 จึงได f(x 1) < f(x 2)        ...(  ) 

 นอกจากนี้จาก y1 = f(x 1) จะได f
-1(y1) = x 1 

  และจาก y2 = f(x 2) จะได f
-1(y2) = x 2 

 จะแสดง  x1 < x2 
       สมมติ   x 1< x 2 

        จะได x 1 ≥ x 2 
ถา x 1 = x 2 จะได f(x 1) = f(x 2) (f เปนฟงกชัน) 
 ขัดแยงกับกับ (  )  
ถา x 1 > x 2 จะได f(x 1) > f(x 2) (f เปนฟงกชันเพิ่ม) 
 ขัดแยงกับ (  ) 
ดังนั้น สมมตผิิด นั่นคอื x 1 < x 2  
จึงได f-1(y1) < f-1(y2) 
จากถา y1 < y2 แลวได f

-1(y1) < f-1(y2) 
ดังนั้น f-1 เปนฟงกชันเพิ่ม  

จะพิสูจน P 
โดยสมมต ิ
~P เกิดขอ
ขัดแยง 

R∧~R 
สมมติจึงผิด 
น่ันคือ ได P 

* 

  * 

  * 
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ตอนท่ี 5.2 การพิสูจนประโยคท่ีมตัีวเชื่อมผสม 

เร่ืองที่ 5.2.1  การพสิจูนประโยคในรูป P → (Q V R) 

 วิธีพิสูจน  ให P 

   (1)  ถาได Q จบการพิสูจน 

 และ (2)  ถาได ~ Q ตองใช P รวมกับ ~ Q แลวสรุปใหได R จึงจะจบการพิสูจน 

 (หรอืสลับระหวาง Q กับ R ใน (1) และ (2) ก็ได) 

ตัวอยางที่ 5.2.1  จงพิสจูนวา สําหรับจํานวนเต็ม a และ b ใด ๆ 

 ถา ab = 0 แลว a = 0 หรอื b = 0 

พิสูจน ให a และ b เปนจํานวนเต็มใด ๆ ซึ่ง ab = 0 

 ถา a = 0 จบการพสิูจน 

 ถา a ≠ 0 จะตองแสดงวา b = 0 

 จาก ab = 0 และ a ≠ 0 

 ดังนั้น  a
ab  = a

0   

 จะได   b = 0 

  

เร่ืองที่ 5.2.2  การพิสูจนประโยคในรูป (P V Q) → R 

 วิธีพิสูจน  ตองแสดง 

   (1)  P → R  

 และ (2)  Q → R 

 จาก (1) และ (2) จึงได (P V Q) → R 

ตัวอยางที่ 5.2.2  จงพิสจูนวา สําหรับจํานวนจริง a และ b ใด ๆ  

 ถา a = 0 หรอื b = 0 แลว ab = 0 

พิสูจน ให a และ b เปนจํานวนจริงใด ๆ 

 กรณีท่ี 1  ถา a = 0 จะได ab = 0 

 กรณีท่ี 2  ถา b = 0 จะได ab = 0  

 ดังนั้น จากทั้ง 2 กรณี ถา a = 0 หรือ b = 0 แลว ab = 0                           
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เร่ืองที่ 5.2.3  การพสิจูนประโยคในรูป P ↔ Q  

 วิธีพิสจูน  ตองแสดง 

   (1)  P → Q  

 และ (2)  Q → P 

 จาก (1) และ (2) จึงได P ↔ Q 

ตัวอยางที่ 5.2.3   จงพิสจูนวา สําหรับจํานวนจริง a ใด ๆ  a > 0 ก็ตอเมือ่ a
1  > 0 

พิสูจน (1) ให a  > 0 จะแสดง a
1 > 0 

  จะพิสูจนโดยใชขอขัดแยง 

  สมมติ   a
1  ≤  0 

  ถา a
1 = 0 จะได a  a

1 = 0 ขัดแยงกบั   a  a
1  = 1 

  ถา a
1  < 0 จะได a  a

1 < 0 ขัดแยงกับ  a  a
1  = 1 

  สมมติ a
1  ≤  0  จึงผิด 

  ดังนั้น  a
1 > 0 

 (2) ให a
1  > 0 จะแสดง a > 0 

  สมมติ a ≤ 0 

  ถา a = 0 จะได a  a
1 = 0 ขัดแยงกับ a  a

1 = 1 

  ถา a < 0 จะได a  a
1 < 0 ขัดแยงกับ a  a

1 = 1 

  สมมติจึงผิด 

  ดังนั้น  a > 0 

  จาก (1) และ (2) จึงได a > 0 ก็ตอเม่ือ a
1  > 0 

             

 

 

 

 

 

 

    .     . 

     .     . 

    . 

     . 

    . 

     . 
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 ตอนท่ี 5.3  การพิสูจนประโยคท่ีมตัีวบงปริมาณ 

 

เร่ืองที่ 5.3.1  ประโยคในรูป ∀ x [P(x)] 

 วิธีพิสูจน   แสดง P(a) เปนจริงทุก a ในเอกภพสัมพัทธ U  

 (เซตคําตอบของ P(x) เทากับเอกภพสัมพทัธ U) 

ตัวอยางที่ 5.3.1  จงพิสจูนวา x 2 ≥ 0 ทุกจํานวนจริง x 

พิสูจน ให x เปนจํานวนจริงใด ๆ  

 จะได x = 0 หรอื x > 0 หรอื x < 0 

 กรณีท่ี 1  ถา  x = 0 จะได x 2 = 0 

 กรณีท่ี 2  ถา  x > 0 จะได x 2 > 0 

 กรณีท่ี 3 ถา  x < 0 จะได x 2 > 0 

 จากท้ัง 3 กรณี จะให x2 ≥ 0 ทุกจํานวนจริง x 

                                                                             

เร่ืองที่ 5.3.2  ประโยคในรูป   ∃!x [P(x)] 

 หมายถึง มีสมาชิก x เพียง 1 ตัวเทานั้นท่ี P(x) เปนจริง 

 วิธีพิสูจน 

   (1)  พิสูจน ∃x [P(x)] เปนจริง 

 และ (2)  พิสูจน สําหรบั x 1 และ x 2 ถา 

   P(x 1) เปนจริงและ P(x 2) เปนจริงแลว x 1 = x 2 

 

ตัวอยางที่ 5.3.2  จงพิสจูนวา สําหรับจํานวนจริง  a ใด ๆ  

 จะมีจํานวนจรงิ b เพียงจํานวนเดียวเทานั้นที่ทําให 

 a b  =  a 

พิสูจน ให a เปนจํานวนจริงใด ๆ  

 เนื่องจากมีจํานวนจริง 1  ซึง่  a 1 = a 

 จึงแสดงแตเพยีงวา ถามีจํานวนจริง e ซ่ึง a e = a แลว e = 1 

   . 

  . 

     . 
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 สมมติมี e ซึ่ง  a e  =  a 

 จะได      a e – a = 0 

       a(e – 1) = 0 

 แต a เปนจํานวนจริงใด ๆ จึงมีกรณีที ่a ≠ 0 

  ดังนั้น   (e – 1) = 0 

  จะได   e = 1 

 ดังนั้น จํานวนจริง b ในขอความที่ใหพิสูจน คอื  

  1 เพียงจํานวนเดียวเทานัน้ 

             

 

แบบฝกหดั 5.3 

 

จงพิสจูนขอความตอไปนี ้

 1.  สําหรับจํานวนเต็ม a ใด ๆ a3 + a2 + a + 1 เปนจํานวนคูก็ตอเมือ่ a เปนจํานวนคี ่

 2.  สําหรับเซต A และ B ใด ๆ  A ⊂ B ก็ตอเมือ่ B' ⊂ A' 

 3.  สําหรับจํานวนจริง x ใด ๆ ที่ไมเทากับ 0 จะมีจํานวนจริง y เพียงจํานวนเดียวเทานั้น  

ซึ่ง xy = 1 

 

 

  

 

 

 

   . 

      . 
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หนวยท่ี 6 
อุปนัยเชงิคณิตศาสตร 

(Mathematical Induction) 
 

ตอนที่ 6.1 อุปนัยเชงิคณิตศาสตร 
 
แนวคิด  1.   ปญหาทางคณิตศาสตรบางปญหาทีเ่กี่ยวของกับแบบรปูของจํานวนเต็ม อาจใชการพิสูจน 
          โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตรได 
  2.   อุปนยัเชิงคณติศาสตรเปนการพสิูจนเกีย่วกับขอความ ∀ nP(n) เปนจริง สําหรับจํานวน 
          เต็ม no และ n ซึ่ง n ≥ no โดยเริ่มตนพสิูจน P(no) เปนจริง ตอจากนั้นสมมติให P(k)เปน 
          จริง เมือ่ k ≥ no แลวพสิจูนวา P(k + 1) เปนจริงจะสรปุไดวา P(n) เปนจริงทุก n ≥ no 
  3.   ขอความ∀ nP(n) เปนเท็จก็ตอเมื่อมีจํานวนเตม็ k ≥ no ที่ทําให P(k) เปนเท็จ 
 
วัตถุประสงค 
 เมื่อศกึษาหนวยที่ 6 จบแลว นักเรียนสามารถ 
  1.   เขยีนขอความในรูป P(n) ได 
  2.   พิสูจนขอความ ∀ nP(n) เปนจริงได 
  3.   หาจํานวนเตม็ k ซึ่ง P(k) เปนเท็จ สําหรบัขอความ ∀ nP(n) ที่เปนเท็จได 
 
กิจกรรมระหวางเรียน 
  1.  อาจารยอธบิายแบบรูปของจํานวนเต็ม 
  2.  อาจารยอธบิายและใหตัวอยางการใชการพสิูจนโดยอปุนัยเชิงคณิตศาสตร 
  3.  นักเรียนทํากิจกรรมตามตวัอยางและแบบฝกหัด 
  4.  นักเรียนประเมินพัฒนาการของตนเอง 
 
สื่อการสอน 
  1.  เอกสารการสอน 
  2.  แบบฝกปฏบิัติ 
  3.  เครือ่งฉายขามศรีษะ 
 
ประเมินผล 
  ประเมินผลจากแบบฝกหัดและการทดสอบ 
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ตอนที่ 6.1  อุปนัยเชงิคณิตศาสตร 

เร่ืองท่ี 6.1.1   ขอความ ∀ nP(n) 

 ในการศึกษาคณิตศาสตรระดับชั้นมัธยมศกึษานั้น บางครั้งจะพบแบบรูปที่เกีย่วของกับ 

จํานวนเต็ม เชน จากการสังเกตผลบวกของจํานวนคี ่

        1 = 1 = 12 

         1 + 3 = 4 = 22 

       1 + 3 + 5 = 9 = 32 
          .   .  . 
        .   .  . 
        .   .  .   

 แลวทํานายแบบรูปทั่วไปวา 

 1 + 3 + 5 + ... + (2n-1) = n2 

 การทํานายนีอ้าจจะผิดก็ได 

 เครือ่งมอืที่ใชพิสูจนการทํานายลักษณะนีใ้นทางคณิตศาสตร คอือุปนัยเชิงคณิตศาสตร เปนการ

พิสูจนวาขอความ ∀ n P(n) เปนจริง เมือ่ n ∈ I และ n ≥ n0 โดย n0 เปนจํานวนเต็มเจาะจงจํานวนหนึ่ง 

 การพสิจูนวาขอความ ∀ n P(n) เปนจริงสําหรบัทุกจํานวนเตม็ n ซึ่ง n ≥ n0 มีขั้นตอนดังนี ้

 ขั้นท่ี 1 จะตองแสดงวา P(n0) เปนจรงิ 

 ขั้นท่ี 2 จะตองแสดงวา ถา P(k) เปนจริงสําหรับทกุจํานวนเต็ม  k ≥ n0 แลว P(k+1) เปนจริง 

              จากทัง้ 2 ขั้นตอน จะสรุปไดวา ∀ n P(n) เปนจริง สําหรับทุก n ≥ n0 

หมายเหตุ 

 ขอความ ∀ n P(n) สําหรับทกุ n ≥ n0 เปนเท็จ ก็ตอเมือ่ 

 (1)  P(n0) เปนเท็จ 

หรอื (2)  มี K ≥ n0 ที่ทําใหขอความ P(k) เปนเท็จ 

 กอนที่จะพสิูจนวา ประโยค ∀ n P(n) เปนจริงหรอืเปนเทจ็ จําเปนตองฝกเขยีนประโยค P(i) 

เมื่อ i ∈ {no,...,k,k+1} กอน 
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ตัวอยางที่ 6.1.1 กําหนด P(n) แทน  1 + 3 + 5 +...+ (2n-1) = n2 

จงเขยีน   P(1), P(2), P(k) และ P(k+1) 

วิธีทํา เนื่องจากประโยค P(n) นี้เขยีนในรูปสมการ ซึ่งนิพจนทางซายของสมการเปนอนุกรม ทางขวา

เปนสูตร จึงเขยีนไดดังนี ้

 P(1) คอื     1 = 12 

 P(2) คอื    1 + 3 = 22   

 P(k) คอื  1 + 3 + 5 + ... + (2k-1) = k2 

 P(k+1) คือ 1 + 3 + 5 + ... + (2k-1) + (2(k+1)-1) = (k+1)2 

  หรอื 1 + 3 + 5 + ... + (2k-1) + (2k+1) = (k+1)2 

                  

ตัวอยางที่ 6.1.2 กําหนด P(n) แทน  3⏐(22n-1)  จงเขียน P(1), P(2), P(k) และ P(k+1) 

วิธีทํา ขอความ P(n) อยูในรูปสญัลกัษณเกีย่วของเฉพาะจํานวนเต็มบวก n จึงแทน n ดวย 1, 2, k และ 

k+1 ลงใน P(n) 

จะได P(1)   คอื   3⏐(22 1-1) 

 P(2)   คอื   3⏐(22 2-1) 

 P(k)   คอื   3⏐(22 k-1) 

 P(k+1) คือ    3⏐(22 (k+1)-1) 

              

ตัวอยางที่ 6.1.3 จงเขยีนขอความ P(n), P(1), P(2), P(k) และ P(k+1) ใหสอดคลองกับขอความตอไปนี้ 

 1.  21 + 22 + 23 +...+ 2n = 2n+1 - 2 ทุกจํานวนเต็มบวก n 

 2.  2n+1 ≥ n2 ทุกจํานวนเต็มบวก n 

 3.  n3 + 2n หารดวย 3 ลงตัว ทุกจํานวนเต็มบวก n 

วิธีทํา 1.  ให P(n) แทน 21 + 22 + 23 +...+ 2n = 2n+1 - 2 

 จะได P(1) คอื 21
   = 21+1 - 2 

    P(2) คอื 21 + 22 = 22+1 - 2 

    P(k) คอื 21 + 22 +... 2k  =  2k+1 - 2 

  . 

. 

  . 

    . 
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    P(k+1) คือ 21 + 22 +...+ 2k + 2k+1 = 2k+2 - 2 

 2.  ให P(n) แทน 2n+1 ≥ n2  

 จะได P(1) คอื 21+1 ≥ 12  

    P(2) คอื   22+1 ≥ 22  

    P(k) คอื  2k+1 ≥ k2  

    P(k+1) คือ  2k+2 ≥ (k+1)2  

 3.  ให P(n) แทน n3 + 2n หารดวย 3 ลงตัว 

 จะได P(1) คอื 13 + 2 1 หารดวย 3 ลงตัว 

    P(2) คอื 23 + 2 2 หารดวย 3 ลงตัว 

    P(k) คอื k3 + 2 k หารดวย 3 ลงตัว 

    P(k+1) คือ  (k+1)3 + 2  (k+1) หารดวย 3 ลงตัว 

              

ตัวอยางที่ 6.1.4   จงเขยีนขอความ P(n), P(n0), P(n1),..., P(k) และ P(k+1) โดยที่ n0 < n1 ≤ k  

     ทุกจํานวนเต็มที่กําหนดในขอความตอไปนี้ 

 1.  n(n2-1) หารดวย 24 ลงตัว ทกุ n ที่เปนจํานวนคี่บวก 

 2.  n2 < n! ทุก n < 4 

 3.    1.0! + 1.1! + 2.2! + 3.3! +...+n.n! = (n+1)! 

วิธีทํา 1.  ให P(n) แทน n(n2-1) หารดวย 24 ลงตัว ทกุ n ที่เปนจํานวนคี่บวก 

เนื่องจาก  P(n0) คือ P(1) จึงได P(1) คอื 1(12-1) หารดวย 24 ลงตัว 

   P(n1) คือ P(3) จึงได P(3) คอื 3(32-1) หารดวย 24 ลงตัว 

   P(k) คอื   k(K2-1) หารดวย 24 ลงตัว 

   P(k+1) คือ (k+1)((k+1)2-1) หารดวย 24 ลงตัว 

 2.  ให P(n) แทน n2< n! ทุก n < 4 

เนื่องจาก  P(n0) คือ P(4) จึงได P(4) คอื 42 < 4! 

   P(n1) คือ P(5) จึงได P(5) คอื 52 < 5! 

   P(k) คอื k2 < k! 

   . 

   . 

    . 

   . 
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   P(k+1) คือ (k+1)2 < (k+1)! 

 3.  ให P(n) แทน 1 0!+1 1!+2 2!+3 3!+...+n n! = (n+1)! 

เนื่องจาก  P(n0) คือ P(0) จึงได P(0) คอื 1 0! = (0+1)! 

   P(n1) คือ P(1) จึงได P(1) คอื 1 0!+1 1! = (1+1)! 

   P(k) คอื 1 0!+1 1!+2 2!+3 3!+...+k k! = (k+1)! 

   P(k+1)คือ1 0!+1 1!+2 2!+3 3!+...+k k!+(k+1)(k+1)!= (k+2)!  

 

              

แบบฝกหดั 6.1.1 
 

 จงเขยีน P(n0), P(n1),...,P(k) และ P(k+1) สอดคลองกับขอความอุปนัยเชิงคณิตศาสตรตอไปนี ้

 1.  3n > 3n ทุก n ≥ 2 

 2.  11n+2+122n+1 หารดวย 133 ลงตัว ทุก n ≥ 1 

 3.  1.2+2.3+3.4+...+n(n+1) =  3
2) 1)(n  n(n ++  ทุก n ∈N 

 4.  (1+x)n = 1+x+x2+...+x3 เมื่อ x ≠ 1 ทุก n ∈ N 

 

เร่ืองท่ี 6.1.2  การพสิจูนคาความจริงของขอความในรูป ∀nP(n) 

 เนื่องจากขอความในรูป ∀nP(n) อาจจะมีคาความจริงเปนจริงหรอืเปนเท็จดังทีก่ลาวมาแลว 

ในเรือ่งนี้จึงเปนกระบวนการหาคาความจริงของขอความ ∀nP(n) 

ตัวอยางที่ 6.1.5  จงพิสจูนวา 1 + 3 + 5 + ... + (2n-1) = n2 เปนจริงสําหรบัทุก n ∈ N (n ≥ 1)  

ขอพิสูจน    ให P(n) แทน 1 + 3 + 5 + ... + (2n-1) = n2 

ขั้นท่ี 1 

 จะแสดงวา P(1) เปนจริง 

 เนื่องจาก 1 = 12 เปนจริง 

 และ P(1) แทน 1 = 12 

 ดังนั้น P(1) เปนจริง 

 

    .    .   .    .   . 

  . 

   .    . 

   .   .    .     .     . 

 .    .   .   .   . 



 135 

ขั้นท่ี 2 

 จะแสดงวา ถา P(k) เปนจริงสําหรับ k ≥ 1 แลว P(k+1) เปนจริง 

 ให P(k) เปนจริง 

 ดังนั้น  1 + 3 + 5 +...+ (2k-1) = k2         เปนจริง 

 จะได 1+3+5+...+ (2k-1)+(2(k+1)-1) = k2 + (2(k+1)-1)  เปนจริง 

 แสดงวา  1 + 3 + 5 +...+ (2k-1)+(2k+1) = k2+2k+1      เปนจริง 

      1 + 3 + 5 +...+ (2k-1)+(2k+1) = (k+1)2-         เปนจริง 

 เนื่องจาก P(k+1) แทน 1 + 3 + 5 +...+ (2k-1)+(2k+1) = (k+1)2 

 ดังนั้น   P(k+1) เปนจริง 

 จากขั้นที่ 1 และขั้นที่ 2 สรุปไดวา 

 1 + 3 + 5 +...+ (2n-1) = n2 เปนจริงทกุจํานวนเต็มบวก n 

              
ตัวอยางที่ 6.1.6   จงพิสจูนวา 

 2  1
1
⋅ + 3  2

1
⋅ + 4  3

1
⋅ +…+ 1) n(n 

1
+

= 1 n 
n
+

 เปนจริงสําหรับทุก n ∈ N 

ขอพิสูจน   ให P(n) แทน 

 2  1
1
⋅ + 3  2

1
⋅ + 4  3

1
⋅ +…+ 1) n(n 

1
+

= 1 n 
n
+

 

ขั้นท่ี 1 

 จะแสดงวา P(1) เปนจริง 

 เนื่องจาก     2  1
1
⋅ = 1  1

1
+

  เปนจริง 

 และ P(1) แทน  2  1
1
⋅ = 1  1

1
+

 

 ดังนั้น P(1)  เปนจริง 

ขั้นท่ี 2 

 จะแสดงวา ถา P(k) เปนจริงสําหรับ k ≥ 1 แลว P(k+1) เปนจริง 

 ให P(k) เปนจริง 

 ดังนั้น   2  1
1
⋅ + 3  2

1
⋅ + 4  3

1
⋅ +…+ 1) k(k 

1
+

= 1 k 
k
+

  เปนจริง 

 จะได   2  1
1
⋅ + 3  2

1
⋅ + 4  3

1
⋅ +…+ 1) k(k 

1
+

+ 2) 1)(k  (k 
1

++
= 1 k 

k
+

+ 2) 1)(k  (k 
1

++
 เปนจริง 
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 แสดงวา 2  1
1
⋅ + 3  2

1
⋅ + 4  3

1
⋅ +…+ 1) k(k 

1
+

+ 2) 1)(k  (k 
1

++
= 2) 1)(k  (k 

1  2) k(k 
++
++   เปนจริง 

                          = 2) 1)(k  (k 
1) (k 2

++
+    เปนจริง 

                          = 2 k 
1 k 

+
+    เปนจริง 

 เนื่องจาก P(k+1) แทน 2  1
1
⋅ + 3  2

1
⋅ + 4  3

1
⋅ +…+ 2) 1)(k  (k 

1
++

= 2 k 
1 k 

+
+  

 ดังนั้น    P(k+1)  เปนจริง 

 จากขั้นที่ 1 และขั้นที่ 2 สรุปไดวา 2  1
1
⋅ + 3  2

1
⋅ + 4  3

1
⋅ +…+ 1) n(n 

1
+

= 1 n 
n
+

 เปนจริงทกุ 

จํานวนเต็มบวก n 

              

ตัวอยางที่ 6.1.7 จงพิสจูนวา 2n ≥ 2 ทุก n ≥ 1 

ขอพิสูจน    ให P(n) แทน 2n ≥ 2 

ขั้นท่ี 1 

 จะแสดง P(1) เปนจริง 

 เนื่องจาก 21 ≥ 2 เปนจริง   

 ดังนั้น  P(1)  เปนจริง 

ขั้นท่ี 2 

 จะแสดง ถา P(k) เปนจริงสําหรับ k ≥ 1 แลว P(k+1) เปนจริง 

 ให   P(k)   เปนจริง 

 ดังนั้น  2k ≥ 2    เปนจริง 

 จะได  2 ⋅ 2k ≥ 2  เปนจริง 

 นั่นคือ  2k+1 ≥ 2  เปนจริง 

 แสดงวา   P(k+1)   เปนจริง 

 จากขั้นที่ 1 และขั้นที่ 2 สรุปไดวา 2n ≥ 2 ทุก n ≥ 1 
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ตัวอยางที่ 6.1.8   จงพิสจูนวา 2n ≤ 2n ทุก n ≥ 1 

ขอพิสูจน  ให P(n) แทน 2n ≤ 2n  

ขั้นท่ี 1 

 จะแสดง P(1) เปนจริง 

 เนื่องจาก  2 ⋅ 1 ≤ 21 เปนจริง 

 ดังนั้น  P(1)   เปนจริง 

ขั้นท่ี 2 

 จะแสดง ถา P(k) เปนจริงสําหรับ k ≥ 1 แลว P(k+1)   เปนจริง 

 ให  P(k)  เปนจริง  สําหรับ k ≥ 1 

 ดังนั้น   2k ≤ 2k    เปนจริง 

 เนื่องจาก 2 ≤ 2k    เปนจริง จากตวัอยางที่ 6.1.7 

 จะได  2k + 2 ≤ 2k + 2k   เปนจริง 

     2(k+1) ≤ 2 ⋅ 2k  เปนจริง 

     2(k+1) ≤ 2k+1  เปนจริง 

 จะได  P(k+1)  เปนจริง 

 จากขั้นที่ 1 และขั้นที่ 2 สรุปไดวา 2n ≤ 2n ทุก n ≥ 1 

              

ตัวอยางที่ 6.1.9  จงพิสจูนวา 2n3 + 3n2 + n + 6 ≥ 0 สําหรบัทุก n ≥ –2 

ขอพิสูจน  ให P(n) แทน 2n3 + 3n2 + n + 6 ≥ 0 

ขั้นท่ี 1 

 จะแสดง P(–2) เปนจริง 

 เนื่องจาก 2(–2)3 + 3(–2)2 + (–2) + 6 ≥ 0  เปนจริง 

 และ P(–2) คือ 2(–2)3 + 3(–2)2 + (–2) + 6 ≥ 0 

 ดังนั้น P(–2) เปนจริง 

ขั้นท่ี 2 

 จะแสดง ถา P(k) เปนจริงสําหรับ k ≥ –2 แลว P(k+1) เปนจริง 

 ให P(k) เปนจริง 
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 ดังนั้น  2k3 + 3k2 + k + 6 ≥ 0 

 พิจารณา 2(k+1)3 + 3(k+1)2 + (k+1) + 6  

           = (2k3 + 3k2 +k+6)+(6k2+ 12k+6)   เปนจริง 

           = (2k3 + 3k2 +k+6)+6 (k+1)2            เปนจริง 

 เนื่องจาก 2k3 + 3k2 + k + 6 ≥ 0 และ 6(k+1)2 ≥ 0        เปนจริง 

 ดังนั้น  (2k3 + 3k2 + k+6)+6(k+1)2 ≥ 0  เปนจริง 

 นั่นคือ  2(k+1)3 + 3(k+1)2 + (k+1) + 6 ≥ 0  เปนจริง 

 จะได P(k+1)  เปนจริง 

 จากขั้นที่ 1 และขั้นที่ 2 สรุปไดวา 2n3 + 3n2 + n + 6 ≥ 0 สําหรับทุก n ≥ –2 

               
ตัวอยางที่ 6.1.10  จงแสดงวาขอความ n2 < 2n ไมจริงสําหรับ –1 ≤ n 

แนวคิด 

 ให P(n) แทนขอความ n2 < 2n  สําหรับ –1 ≤ n 

 จะเห็นวา P(–1)  คอื  (–1)2 < 2-1 

        จะได   1 < 2
 1    เปนเท็จ 

 ดังนั้น  P(–1)  เปนเท็จ 

 แสดงวา  n2 < 2n ไมจริงสําหรับ –1 ≤ n  

               
ตัวอยางที่ 6.1.11  จงแสดงวา ขอความ 2n ≤ n2 ไมจริงสําหรับ 2 ≤ n 

แนวคิด 

 ให P(n) แทนขอความ 2n ≤ n2 สําหรับ 2 ≤ n 

 พิจารณา  n = 5 

 จะเห็นวา P(5)  คอื   25 ≤ 52 

         จะได  32 ≤ 25   เปนเท็จ 

 ดังนั้น  P(5)  เปนเท็จ 

 แสดงวา  2n ≤ n2 ไมจริงสําหรับ 2 ≤ n 
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แบบฝกหดั 6.1.2 
 

1. จงใชอุปนยัเชิงคณิตศาสตร พิสูจนขอความตอไปนี้วาเปนจริงสําหรับทุกจํานวนธรรมชาติ n 

 1.1  1 + 2 + 3 +...+ n = 2
 1) n(n +  

 1.2  12 + 22 + 32+...+ n2 =  6
 1 n(n+1)(2n+1) 

 1.3  13 + 23 + 33+...+ n3 = 4
 1 [n(n+1)]2 

 1.4  1 2 + 2 3 + 3 4 +...+ n(n+1) = 3
 2)1)(n   n(n 1 ++  

 1.5  2 + 22 + 23+...+ 2n = 2n+1 – 2  

 1.6  n3 + 2n หารดวย 3 ลงตัว 

 1.7  n(n2–1) หารดวย 24 ลงตัว ถา n เปนจํานวนคี่บวก 

 1.8  11n+2 + 122n+1 หารดวย 133 ลงตัว 

 1.9  sinα + sin 2α +...+ sin nα = 2
2

2
1 n 

sin
sin

 sin ∞
∞
∞+

 

 1.10   1 1! + 2 2! + 3 3! +...+ n n! = (n+1)! - 1 

2. จงพิสจูนขอความตอไปนี้ โดยใชอุปนัยเชิงคณิตศาสตร 

 2.1  2n > 2n + 1 ทุก n > 2 

 2.2  1 n 
 1
+ + 2 n 

 1
+ +…+ 2n

 1 > 24
 13  ทุก  n > 1 

 2.3  2n+1 ≥ n2 ทุก n ∈ N 

 2.4  3n > 3n ทุก n ≥ 2 

 2.5  n2 < n! ทุก n ≥ 4 

3. ขอความตอไปนี้ถูกหรอืผิด จงใหเหตุผล 

 3.1  1   - 1 +nx = 1 + x + x2+...+ xn เมื่อ     x   ≠ 1 ทุก n ∈ N 

 3.2  (1+x)n > 1 + nx เมื่อ x > -1, x ≠ 0 และ n ≥ 1 

 3.3  2n < 2(n+10) ทุก n ∈ N 

4. กําหนดเมทริกซ  A = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
11  

 จงหา An พรอมทั้งพิสูจนโดยใชอุปนยัเชิงคณิตศาสตร 

5. กําหนด f(x)  = x - 1
 1  เมื่อ x ≠ 1 จงหา f(n)(x) พรอมทั้งพสิูจนโดยใชอุปนัยเชิงคณิตศาสตร 

.   .    . 

 .    .        .     . 

 1 - x 
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ภาคผนวก 

 

ทฤษฎีบทท่ี 1 ให s ⊂ N และ s มีคุณสมบตัิตอไปนี ้

  1.  1 ∈ s 

  2.  ∀k [k ∈ s →k+1 ∈ s] 

  สรุปไดวา  s = N 

ขอพิสูจน   สมมติวา s ≠ N ดังนั้นจะตองมีจํานวนเต็มบวกอยางนอย 

หนึ่งจํานวน ซึง่ไมอยูในเซ็ต s 

  ให M = {x ∈ N| x ∉s} = N – s  

  ดังนั้น  M ≠ ∅ 

  และ M ∩ s = ∅ 

  จากหลักการเปนอนัดับดแีลว ถา M ⊂ N และ M ≠ ∅ แลว M จะมีจํานวนที่นอยท่ีสดุ 

กลาวคอื ∃m∀X [m∈M ∧ X∈M→m ≤ X] M จะมีจํานวนที่นอยท่ีสดุ หนึ่งจํานวน สมมติวาเปนm  

นั่นคือ ถา  x ∈ M แลว x ≥ m 

    m ≠ 1 เพราะวา 1 ∈ s, m ∈ M และ M ∩ s  = ∅ 

  ดังนั้น  m > 1   ไดวา m – 1 > 0 

  แต m – 1 < m ดังนั้น m – 1 ∉ M เพราะ m เปนจํานวนที่นอยท่ีสุดใน M 

       แสดงวา m – 1 ∈ s 

  โดยคุณสมบัตขิอ 2 ไดวา (m – 1) + 1 ∈ s 

       นั่นคือ m ∈ s ซึ่งขัดแยงกับที่วา m ∈ M จะทําให m ∉ s เพราะ M ∩ s = ∅ 

  ดังนั้น ท่ีเราสมมติไววา s ≠ N จึงไมจริง 

       แสดงวา s = N 
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ทฤษฎีบทท่ี 2  (ทฤษฎเีบือ้งตนของอุปนยัวิธีทางคณิตศาสตร) 

 สําหรับจํานวนเต็มบวก n ใด ๆ ให P(n) แทนขอความ (อาจเปนจริง หรอืไมเปนจริง) ท่ี

เกี่ยวของกับ n ถา 

 1. P(1) เปนจริง 

 2. สําหรับจํานวนเต็มบวก k ใด ๆ ถา P(k) เปนจริงแลวได P(k+1) เปนจริงดวย 

  สรุปไดวา P(n) เปนจริงสําหรับทุก ๆ จํานวนเต็มบวก n 

ขอพิสูจน ให s = {n∈N| P(n) เปนจริง,} 

 s ≠ ∅ เพราะวา 1 ∈ s โดยคุณสมบัติ ขอ 1. 

 จากคุณสมบัตขิอ 2 ถา k ∈ s แลว k + 1 ∈ s ดวย 

 โดยทฤษฎีบทที่ 1 จะได s = N 

 นั่นคือ P(n) เปนจริงสําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n 
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      หนวยท่ี 7 
อสมการ 

 

ตอนที่ 7.1 อสมการที่เกี่ยวกับพีชคณิต 
ตอนที่ 7.2 อสมการเกี่ยวกับคาสัมบูรณ 
 
แนวคิด  1. สมการและอสมการ เปนสิ่งสําคัญในระบบคณิตศาสตร สําหรับอสมการนั้นสามารถนิยาม

ไดจาก สมการ 
2. ในระบบจํานวนจริงสมบัติของอสมการนําไปประยุกตใชอยางมากมายทั้งในวิชา
คณิตศาสตร และวิชาอื่นๆ 

3. โดยทั่วๆไปผลเฉลยของอสมการนิยมเขยีนในรูปเซตคําตอบ 
4. อสมการที่เกี่ยวกับคาสัมบูรณเปนพืน้ฐานสําคัญที่นําไปใชในวิชา  แคลคูลัส และการวิเคราะห 

 
วัตถุประสงค 
 เมื่อศึกษาหนวยที่ 7 จบแลว นักเรียนสามารถ 
 1. นิยามอสมการได 
 2. ระบุสมบัติพื้นฐานของอสมการของจํานวนจริงได 
 3. หาเซตคําตอบของอสมการที่มีหลายตัวประกอบได 
 4. พิสูจน ขอความเกีย่วกับอสมการเชิงพีชคณิตได 
 5. พิสูจน ขอความเกีย่วกับอสมการของคาสัมบูรณได 
 
กิจกรรมระหวางเรียน 

1. อาจารยอธิบายความหมายและสมบัติของอสมการ แสดงตัวอยางวธีิการแกโจทยปญหา
อสมการที่เกี่ยวกับพีชคณิต และอสมการเกี่ยวกับคาสัมบูรณ     

 2. นักเรียนทํากิจกรรมระหวางเรียน และแบบฝกหัด 
 3. นักเรียนประเมินพัฒนาการของตนเอง 
 
สื่อการสอน 
 1. เอกสารการสอน 
 2. แบบฝกปฏิบัติ 
 3. เครื่องฉายขามศีรษะ 
 
ประเมินผล 
 ประเมินผลจากแบบฝกหดัและการทดสอบ 
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เร่ืองท่ี 7.1.1 ความหมายและ สมบัติของอสมการ 
 1. ความหมายของอสมการ ความหมายพืน้ฐานของอสมการ นิยามไดดังบทนยิามตอไปนี ้

บทนิยาม 1  สําหรับจํานวนจริง a และ b ใดๆ 
 a มากกวา b กต็อเมื่อ มีจํานวนจริงบวก c ที่ทําให a = b + c 

a มากกวา b เขียนแทนดวย a > b 

บทนิยาม 2  สําหรับจํานวนจริง a และ b ใดๆ 
 b นอยกวา a ก็ตอเมื่อ  a มากกวา b  

b นอยกวา a เขียนแทนดวย b < a 

บทนิยาม 3  สําหรับจํานวนจริง a และ b ใดๆ 
 a มากกวาหรือเทากับ b ก็ตอเมื่อ  a มากกวา b หรือ a เทากบั b 

a มากกวาหรือเทากับ b เขียนแทนดวย a ≥ b 

บทนิยาม 4  สําหรับจํานวนจริง a และ b ใดๆ 
 b นอยกวาหรือเทากับ a ก็ตอเมื่อ  b นอยกวา a หรือ b เทากับ a 

b นอยกวาหรือเทากับ a เขียนแทนดวย b ≤ a 

 
บทนิยาม 2, 3 และ 4 อาจเขียนใหมไดดังนี ้

บทนิยาม 2′  b < a ก็ตอเมื่อ มี c ∈R+ ที่ทําให b + c = a 

บทนิยาม 3′  a ≥ b ก็ตอเมื่อ มี c ∈R+  Υ {0} ที่ทําให a = b + c 

บทนิยาม 4′  b ≤ a ก็ตอเมื่อ มี c ∈R+  Υ {0} ที่ทําให b + c = a 
 

2 สมบัติของอสมการ 
กําหนดให a, b, c,  x และ y เปนจํานวนจริง 
1. ถา a > b และ b > c แลว a > c 
2. ถา a > b แลว a + c > b + c   
3. ถา a > b และ c > 0 แลว ac > bc 
4. ถา a > b และ c < 0 แลว ac < bc 
5. ถา a > b > 0 และ c > 0 แลว ac > bc > 0 
6. ถา a > 1 และ x > y > 0 แลว ax > ay  > 0 
7. ถา 0 < a < 1 และ x > y > 0 แลว 0 < ax < ay 

8. ถา a > 1 และ x > y > 0 แลว loga x > loga y 

ตอนที่ 7.1 อสมการที่เก่ียวกับพีชคณติ 
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9. ถา 0 < a < 1 และ x > y > 0 แลว loga x < loga y 
10. a2n ≥ 0 ทุกจํานวนเต็มบวก n 

11. a > 0 ก็ตอเมื่อ  a 
1  > 0 

12. a < 0 ก็ตอเมื่อ  a 
1  < 0 

13. สําหรับจํานวนจริง a และ b  ซ่ึง a < b 
 ( x – a )( x – b ) < 0   ก็ตอเมือ่  a < x < b 
14. สําหรับจํานวนจริง a และ b  ซ่ึง a < b 
 ( x – a )( x – b ) > 0   ก็ตอเมือ่  x < a หรือ x > b 
 
เร่ืองท่ี 7.1.2  ตัวอยางวิธีการแกปญหาโจทยอสมการ 

ขอตกลง กําหนดใหเอกภพสัมพันธ คือ เซตของจํานวนจริง สําหรับจํานวนที่เขียนโดยไมเจาะจง 
จํานวนเหลานัน้คือจํานวนจริง 

 
ตัวอยางที่ 7.1  จงพิสูจนวา a2n+1 > 0 ก็ตอเมือ่ a > 0 ทุกจํานวนเต็มบวก n 
พิสูจน  (1) จะแสดงวา ถา a2n+1 > 0 แลว a > 0 

กําหนดให    a2n+1 > 0 
  จะได   a2n  a > 0 
 สมมติ a ≤ 0 จะมีกรณดีังนี้ คอื a < 0 หรือ a = 0 

  ถา  a < 0  จะได  a 
1  < 0 

  ดังนั้น a
a  a2 ⋅n

 < 0 
   a2n < 0 ขัดแยงกับ a 2n ≥ 0 
   a < 0   จึงเปนไปไมได 
  ถา a = 0  จะได a2n+1 = 0 ขัดแยงกับทีก่ําหนดให a 2n+1 > 0 
   a = 0 จึงเปนไปไมได 
 นั่นคือ  a > 0 
 (2) จะแสดงวา ถา a > 0 แลว a2n+1 > 0 
 กําหนดให a > 0 
 จะได  a 2n > 0 ดังนั้น a 2n   a > 0 
 จึงได  a 2n+1 > 0 

จาก (1) และ (2) จึงสรุปไดวา 
a 2n+1 > 0 ก็ตอเมื่อ a > 0 ทุกจํานวนเต็มบวก n 

.  

  .  
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หมายเหตุ  สําหรับขอความ  a 2n+1 < 0 ก็ตอเมื่อ a < 0 ทุกจํานวนเต็มบวก n 

ใหทําเปนแบบฝกหัด 
  
ตัวอยางที่ 7.2  จงพิสูจนวา ( x – a )2n ( x – b )2m + 1 > 0 ก็ตอเมื่อ x ≠ a และ x – b > 0 ทุกจํานวนเต็มบวก 

m และ n 
พิสูจน  (1) จะแสดงวา ถา ( x – a )2n ( x – b )2m + 1> 0 แลว x – a ≠ 0 และ x – b > 0  
  กําหนดให ( x – a )2n ( x – b )2m + 1 > 0 
  พิจารณา  x – a 
  ถา  x – a = 0  จะทําให  ( x – a )2n ( x – b )2m + 1 = 0 
  ซ่ึงขัดแยงกับที่กําหนดให  ( x – a )2n ( x – b )2m + 1 > 0 
  ดังนั้น     x – a ≠ 0    …  

       จะได  ( x – a )2n  > 0 

     ดังนั้น 
a)(x

b)(xa)(x
2n

12m2n

−

−− +

 > 0 

 แสดงวา  ( x – b )2m + 1 > 0 
โดยตัวอยางที่ 7.1 พิสูจนมาแลว จะได x – b > 0      …  
จาก  และ  จึงได x – a ≠ 0 และ x – b > 0 
 (2)  จะแสดงวา ถา x – a ≠ 0 และ x – b > 0 แลว ( x – a )2n

 ( x – b )2m + 1
 > 0 

        เนื่องจาก  x – a ≠ 0 และ x – b > 0 
        จะได   ( x – a )2n > 0 และ ( x – b )2m + 1 > 0 

       ดังนั้น ( x – a )2n ( x – b )2m + 1 > 0 
จาก (1) และ (2) จึงสรุปไดวา 
( x – a )2n ( x – b )2m + 1 > 0 ก็ตอเมื่อ x – a ≠ 0 และ x – b > 0 
 
หมายเหตุ  สําหรับขอความ ( x – a )2n ( x – b )2m + 1 < 0 ก็ตอเมื่อ x ≠ a และ x – b < 0  

 ทุกจํานวนเตม็บวก m และ n  ใหทําเปนแบบฝกหัด 
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ตัวอยางที่ 7.3  จงหาเซตคําตอบของ 32

4101

4)(x
7)(x3)(x

+
+−  ≤ 0 

วิธีทํา 32

4101

4)(x
7)(x3)(x

+
+− ≤ 0 ก็ตอเมื่อ (x – 3)101 (x + 7)4 ≤ 0 และ x + 4 ≠ 0 

ก็ตอเมื่อ (x – 3 ≤ 0 หรือ x +7 = 0) และ x ≠ –4  
ก็ตอเมื่อ (x ≤ 3 หรือ x = –7 ) และ x ≠ –4 
ก็ตอเมื่อ x < –4 หรือ –4 < x ≤ 3 

ดังนั้นเซตคําตอบคือ { x ∈ R | x < –4 หรือ –4 < x ≤ 3 } 
  
 

แบบฝกหัดที ่7.1 
 

1. จงพิสูจนวา a2n+1 < 0  ก็ตอเมื่อ a < 0 ทุกจํานวนเต็มบวก n 
2. จงพิสูจนวา ( x – a )2n  ( x – b )2m + 1 < 0 ก็ตอเมื่อ x ≠ a และ x – b < 0 

 ทุกจํานวนเตม็บวก m และ n 
3. จงหาเซ็ตคําตอบของ อสมการตอไปนี ้
 (1) (x – 3)20 (x + 4)33 < 0 
 (2) (x – 4)21 (x + 2)11 > 0 

 (3) 218

45

4)(X5)(X
1)(X
+−

− ≥ 0 

 (4) 18

1627

4)(X
3)(X2)(X

−
+− ≤ 0 

 
 
 
เร่ืองท่ี 7.2.1  อสมการพื้นฐานของคาสัมบูรณของจํานวนจริง 

บทนิยาม 5 สําหรับจํานวนจริง x ใดๆ คาสมับูรณของ x เขียนแทนดวย | x | กําหนดโดย 

                             | x | = 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<

≥

0 x  เมื่อx - 

0 x  เมื่อx    
 

 
จากบทนยิามขางตน สามารถนํามาสรุปเปนสมบัติเกี่ยวกบัคาสัมบูรณ ของจํานวนจรงิ และพิสูจนไดดังนี ้
กําหนดให x และ y เปนจํานวนจริงใดๆ  a เปนจํานวนจริงบวก 

ตอนที่ 7.2 อสมการเกี่ยวกับคาสัมบูรณ 
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จงพิสูจนขอความตอไปนี ้
(1)  x ≤ | x | 
(2) ถา | x | ≤ a แลว – a ≤ x ≤ a 
(3) ถา | x | ≥ a แลว x ≤ – a หรือ x ≥ a 
(4)  x + y ≤ | x | + | y |  
(5)  x + y ≤ | x + y | 
(6) | x + y | ≤ | x | + | y | 
(7) | x | – | y | ≤ | x – y | 
(8) | | x | – | y | | ≤ | x – y | 
 
พิสูจน  (1) x ≤ | x | 
 พิสูจน  กรณีท่ี 1   x  ≥ 0 
  จะได  x = | x |  
 กรณีท่ี 2     x < 0  
  จะได   0 < –x และ –x = | x | 
  แต  x < –x 
  ดังนั้น  x < | x |  
 จากกรณีทั้งสอง จึงสรุปไดวา x ≤ | x | 
 (2) ถา | x | ≤ a แลว –a ≤  x  ≤ a 
พิสูจน  ให  | x | ≤ a 
  กรณีท่ี 1   x  ≥ 0 
  จะได  x = | x | ≤ a 
  ดังนั้น  0 ≤  x  ≤ a 
 กรณีท่ี 2     x < 0  
  จะได   0 < –x และ –x = | x | 
  แต  | x | ≤ a 
  ดังนั้น  0 < –x  ≤ a 
  แสดงวา  –a ≤ x < 0 
 จากกรณีทั้งสอง จึงสรุปไดวา –a ≤ x ≤ a 
 (3) ถา | x | ≥ a แลว x  ≤ –a หรือ x  ≥ a การพิสูจนทําเปนแบบฝกหดั 
 (4) ถา x + y ≤ | x | + | y | การพิสูจนทําเปนแบบฝกหดั 
 (5) x + y ≤ | x + y |  การพิสูจนทําเปนแบบฝกหัด 
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 (6) | x + y | ≤ | x | + | y | 
พิสูจน  กรณีท่ี 1  x + y ≥ 0 
 จะได  x + y = | x + y | 
 จากขอ(4) จะได x + y ≤ | x | + | y | 
 ดังนั้น  | x + y | ≤ | x | + | y | 
 กรณีท่ี 2  x + y < 0 
 จะได  –( x + y ) = | x + y | 
 ดังนั้น  ( –x ) + ( –y ) = | x + y | 
 จากขอ (4) จะได ( –x ) + ( –y ) ≤ | – x | + |– y | 
 แต  | –x | = | x | และ | –y | = | y | 
 ดังนั้น  ( –x ) + ( –y ) ≤ | x | + | y | 
 นั่นคือ  | x + y | ≤ | x | + | y | 
 จากกรณีทั้งสอง จึงสรุปไดวา | x + y | ≤ | x | + | y | 
  
 (7) | x | – | y | ≤ | x – y | 
พิสูจน เนื่องจาก | x | =  | (x – y ) + y | 
 จากขอ (6) จะได | (x – y ) + y | ≤ | x – y | + | y | 
 ดังนั้น  | x | ≤ | x – y | + | y | 
 นั่นคือ  | x | – | y | ≤ | x – y | 
  
 (8) || x | – | y || ≤ | x – y | 
พิสูจน จากขอ (7) จะได | x | – | y | ≤ | x – y |   ...  
 และ  | y | – | x | ≤ | y – x | 
 ดังนั้น  –( | x | – | y | ) ≤ | y – x | 
 แต  | x – y | = | y – x | 
 จึงได  –( | x | – | y | ) ≤ | x – y |   
 แสดงวา  –| x – y | ≤ | x | – | y | …  
จาก  และ  จะได –| x – y | ≤ | x | – | y | ≤ | x – y |   
โดย ขอ (2) จึงได  || x | – | y || ≤ | x – y |   
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แบบฝกหัด 7.2 
 
1. กําหนดให x และ y เปนจาํนวนจริง และ a เปนจํานวนจริงบวก จงพิสูจนวา 
 (1) ถา | x | ≥ a แลว x ≤ – a หรือ x  ≥ a 
 (2)  x + y ≤ | x | + | y | 
 (3)  x + y ≤ | x + y | 
2. จงหาเซต คาํตอบของ อสมการ | x3 – 1 | > 1 – x 
 
เร่ืองท่ี 7.2.2  อสมการคาสัมบูรณท่ีมีเงื่อนไข 
 ในการเรยีนระดับสูง โดยเฉพาะการพิสูจน ลิมิตของฟงกชัน จําเปนตองใชอสมการคาสัมบูรณ
ที่มีเงื่อนไข ดังตัวอยางตอไปนี้ 
ตัวอยางที่ 7.4  กําหนดให x เปนจํานวนจริงใดๆ 
 จงพิสูจนวา ถา | x – 4 | < 2 แลว | x2 + x – 20 | < 22  
พิสูจน ให x เปนจํานวนจริง และ | x – 4 | < 2  
 จะได –2 < x – 4 < 2 
  2 < x < 6 
  7 < x + 5 < 11  
 ดังนั้น | x + 5 | < 11 
 จะได | x – 4 || x + 5 | < 2 × 11 
  | ( x – 4 )( x + 5 ) | < 22 
 นั่นคือ | x2 + x – 20 | < 22 
   
ตัวอยางที่ 7.5  กําหนดให x เปนจํานวนจริงใดๆ 

 จงพิสูจนวา ถา | x – 5 | < 2
1 แลว 4 -x 

3 -x | – 2 | < 1 

พิสูจน ให x เปนจํานวนจริง และ | x – 5 | < 2
1  

 จะได  – 2
1  < x – 5 < 2

1  
  2

1  < x – 4 < 2
3  

 ดังนั้น 2
1  < | x – 4 | < 2

3  

 จะได 3
2 < 

|4x|
1
−

< 2 
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พิจารณา                 2
4x
3x −

−
− =

4x
  8x2 3x

−
+−−  

    = 
4x

  5x
−
+−  

    = 
4x

 5x

−
+−

 

    = 
4x

5x

−
−

 

จาก | x – 5 | < 
2
1   และ 

|4x|
1
−

< 2 

ดังนั้น 
4x

  5x 

−
−

< 1 

นั่นคือ 2
4x
  3x −

−
−  < 1 

   
   

แบบฝกหัด 7.3 
 

กําหนดให x เปนจํานวนจริงใดๆ จงพิสูจนวา  
 1. ถา  | x – 3 | < 1 แลว  | x2 – x – 6 | < 6 
 2. ถา  | x + 4 | < 1 แลว  | x3 + x2 – x | < 90   

 3. ถา | x – 4 | < 
4
1 แลว 13x

  72x −−
−  < 

3
1  
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หนวยท่ี 8 
ปญหาทาทายปญญา 

 
ตอนที่ 8.1  ปญหาทาทายปญญา 
ตอนที่ 8.2  ผลเฉลย 
 

แนวคิด  1. ปญหาทาทายปญญา เปนปญหานอกเหนือจากเนื้อหาในบทเรียน มีผลเฉลยไดหลายรูปแบบ 
ชวยใหผูแกปญหามีมุมมองและวิธีแกปญหาที่หลากหลาย และสรางสรรค 

2. ลําดับของจํานวนทีเ่กิดจากการดําเนินการทางคณิตศาสตร สามารถนํามาเปนปญหาใหคดิได 
นอกจากนี้ผลเฉลยของผูตั้งปญหา กับผูแกปญหาอาจจะแตกตางกนัได ทั้งนี้ขึ้นอยูกับการให
เหตุผลของแตละคน 

3. ลําดับของตัวอักษร สามารถมาทําเปนรหสัใหแกปญหาได 
 
วัตถุประสงค 

เมื่อศึกษาหนวยที่ 8 จบแลว นักเรียนสามารถ 
  1. วิเคราะหปญหาไดอยางมเีหตุผล 
  2. แกปญหาอยางมี มิติสัมพนัธ 
  3. มีมุมมองปญหาไดหลากหลายแงมุม 
  4. หาผลเฉลยของบางปญหาได มากกวาหนึ่งผลเฉลย 
 
กิจกรรมระหวางเรียน 

1. อาจารยแจกเอกสารปญหาทาทายปญญา ใหเวลานักเรยีนหาผลเฉลย นักเรียนสามารถหาผล
เฉลยไดมากกวาหนึ่งผลเฉลย โดยตองสามารถบอกเหตผุลในการหาผลเฉลย แตละผลเฉลย
ได 

2. อาจารยเลือกนักเรยีนทีห่าผลเฉลยไดแตกตางกันในปญหาขอเดียวกนั ไปแสดงเหตุผลการ
วิเคราะหปญหา เพื่อหาผลเฉลยของตนเองที่หนาชั้นเรยีน 

3. นักเรียนอภปิรายวิธีวิเคราะหปญหาอยางมีเหตุผล จากมุมมองที่แตกตางกัน 
 
สื่อการสอน 
 1. เอกสารปญหาทาทายปญญา 
 2. เครื่องฉายขามศีรษะ 
 
ประเมินผล 
 ประเมินผลจากผลเฉลย และการแสดงเหตผุลการวิเคราะหปญหาเพื่อหาผลเฉลย 
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ปริศนา 1   จํานวนใดหายไปจากวงลอ 
 

 
 
เหตุผล .................... 
 
ปริศนา 2    ตัวอักษรใดทําใหลําดับสมบูรณ  
 

 
 
เหตุผล .................... 
 
ปริศนา 3   จํานวนใดหายไป 
 

 
 
เหตุผล .................... 
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ปริศนา 4   ปริศนานี้ตองการตัวอักษรใดจึงจะสมบูรณ 
 

 
 
เหตุผล .................... 
 
ปริศนา 5   จํานวนอะไรที่หายไปที่มุมลางขวาของรูปสามเหลี่ยมดานลาง 
 

 
เหตุผล .................... 
 
ปริศนา 6   ตัวอักษรใดที่อยูบนดวงดาวสดุทาย 
 

 
เหตุผล .................... 
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ปริศนา 7   จํานวนใดที่ทําใหตารางนี้สมบูรณ 
 

 
 
เหตุผล .................... 
 
ปริศนา 8   จงเติมตัวเลขขางลางนี้ใหสมบรูณ 
 

 
 
เหตุผล .................... 
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ปริศนา 9   กากบาทชุดใดทีแ่ทนกากบาทสีดํา 
 

 
 
เหตุผล .................... 
 
ปริศนา 10   นาฬิกาเรือนใดที่เปนนาฬิกาที่อยูในชองวาง 
 

 
 
เหตุผล .................... 
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ปริศนา 11   แบบรูปขางลางแบบใดทีแ่ทนแบบรูปที่มีเครื่องหมายคําถาม 
 

 
            A            B   C    D    E 
เหตุผล .................... 
 
ปริศนา 12   จงทําลําดับเชิงตรรกศาสตรนี้ใหสมบูรณ 
 

 
 

เหตุผล .................... 
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ปริศนา 13   จาํนวนใดหายไป 
 

 
 
เหตุผล .................... 
 
ปริศนา 14   จงไขปริศนานี ้
 

 
 
เหตุผล .................... 
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ปริศนา 15   จํานวนใดทีแ่ทนเครื่องหมายคําถาม ? 
 

 
 
เหตุผล .................... 
 
ปริศนา 16   จํานวนใดทีห่ายไปจากดวงดาวดวงสุดทาย 
 

 
 
เหตุผล .................... 
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ปริศนา 17   ตัวอักษรใดหายไป 
 

 
 
เหตุผล .................... 
 
ปริศนา 18   จํานวนใดหายไป 
 

 
 
เหตุผล .................... 
 
ปริศนา 19   จํานวนใดหายไปในรูปสุดทาย 
 

 
 
เหตุผล .................... 
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ปริศนา 20   จงทําลําดับเชิงตรรกศาสตรนี้ใหสมบูรณ 
 

 
 

เหตุผล .................... 
 
ปริศนา 21   จงยายกานไมขดี 4 กาน ทําใหพื้นที่เปนครึ่งหนึ่งของพื้นที่เดิม 
 

 
 
เหตุผล .................... 
 
 
 
 
 
ปริศนา 22   จํานวนใดหายไป 
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เหตุผล .................... 
 
ปริศนา 23   จงเติมตัวอักษรเพื่อใหวงลอนีส้มบูรณ 

 
เหตุผล .................... 
 
ปริศนา 24   จงเติมเลขโดด 1 ถึง 9 ลงในปริศนา เพื่อใหผลบวกตามแนวนอน  แนวตัง้ และแนวทแยงมี
คาเทากัน 

 
เหตุผล .................... 
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 ตอนที่ 8.2  ผลเฉลย 
 ในปญหาทาทายปญญานี้ เนื่องจากเปนลําดับจํากัดของจํานวนหรือตวัอักษรจงึอาจมีผลเฉลย

ไดแตกตางกันหลายแบบ  ทัง้นี้ขึ้นอยูกับเหตุผลถาสมเหตุสมผลแลวผลเฉลยนั้นก็ถือวาถูกถึงแมวาจะ
แตกตางกนัในรูปทั่วไปก็ตาม ดังตัวอยางตอไปนี ้

พิจารณาลําดับตอไปนี ้
1 , 2 , 3 , ? 
? มีคาเทาใด 
เฉลย 1  ? คือ 4 

เหตุผล เนื่องจาก 1 , 2 , 3 เปนลําดับที่มีคาเพิ่มขึ้นทีละ 1 ในพจนที่เพิ่มขึ้น ดังนั้น ? 
เพิ่มขึ้น 1 จาก 3 จึงได ? คือ 4 
เฉลย 2  ? คือ 5 

เหตุผล เนื่องจาก 1 , 2 , 3 มีสองพจนแรก คือ 1 กับ 2 พจนที่สามไดจากสองพจนแรก
บวกกนัคือ  
1 + 2 = 3 ดังนัน้ พจนที่ส่ี ยอมไดจากสองพจนขางหนาบวกกันคือ 2 + 3 = 5 จึงได ? คือ 5 
เฉลย 3  ? คือ 6 

เหตุผล เนื่องจาก 1 , 2 , 3 มี สองพจนแรกคือ 1 กับ 2 พจนตอ ๆ ไป จะไดจากพจน 
ขางหนาบวกกนัทั้งหมด  

เชน พจนที่สามไดจาก 1 + 2 = 3 ดังนั้นพจนที่ 3 คือ 3   
 พจนที่ส่ีไดจาก 1 + 2 + 3 = 6 จึงได  ? คือ 6 

เฉลย 4   ? คือ 7 
 เหตุผล เนื่องจาก 1 , 2 , 3 มีสองพจนแรกคือ 1 กับ 2  พจนตอไปจะไดจากผลคูณของ
สองพจนแรก แลวบวกกับ 1  

เชน พจนที่สามไดจาก (1 × 2) + 1 = 3  ดังนั้น พจนที่สามคือ 3 
 พจนที่ส่ีไดจาก (2 × 3) + 1 = 7  จึงได  ? คือ 7 

เฉลย5  ? คือ 8 
 เหตุผล เนื่องจาก ลําดับ 1 , 2 , 3 มีพจนที่ n คือ 

  an = n + 3
2 (n – 1)(n – 2)(n – 3)  เมื่อ an คือพจนที่ n 

        จะเห็นวา a1 = 1 + 3
2 (1 – 1)(1 – 2)(1 – 3) = 1 + 0 = 1 

  a2 = 2 + 3
2 (2 – 1)(2 – 2)(2 – 3) = 2 + 0 = 2   

  a3 = 3 + 3
2 (3 – 1)(3 – 2)(3 – 3) = 3 + 0 = 3   

  จะได     a4 = 4 + 3
2 (4 – 1)(4 – 2)(4 – 3) = 4 + 4 = 8 
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นอกจากผลเฉลยที่แตกตางกนัแลว อาจจะมีผลเฉลยเทากันแตสํานวนตางกัน เชน ในเฉลย 5 

อาจมีพจนที่ n คือ an = 2n – 1 + 2
4) -2)(n  -1)(n  -(n      

จะได   a1 = 21 – 1 +  2
4) - 2)(1 - 1)(1 - (1  = 20 + 0 = 1    

   a2 = 22 – 1 + 2
4) - 2)(2 - 1)(2 - (2  = 21 + 0 = 2    

   a3 = 23 – 1 + 2
4) - 2)(3 - 1)(3 - (3  = 22 – 1 = 3    

  a4 = 24 – 1 + 2
4) -2)(4  -1)(4  -(4  = 23 + 0 = 8   

 
ตอไปนี้เปนตวัอยางผลเฉลยของปริศนาทั้ง 24 ปริศนา 
ปริศนา 1  
เฉลย 1  ? คือ 7 
 เหตุผล ในสวนของวงกลม 6 สวนจะมจีํานวนคีแ่ละจํานวนคูปรากฏอยูสลับกัน ถาพิจารณาการ
เรียงของจํานวนแบบทวนเขม็นาฬิกา  

ชุดของจํานวนคูจะเพิ่มขึ้นทลีะ 4 เปน 6 , 10 , 14  
ชุดของจํานวนคี่จะเพิ่มขึ้นทลีะ 2 เปน 3 , 5 , ?  
ดังนั้น    ? คือ 7 

เฉลย 2  ? คือ 10 
 เหตุผล ในสวนของวงกลม 6 สวน ถาจับคูจากสวนลางขึน้สวนกลาง และสวนบน ทลีะคู      
ผลบวกจะเพิ่มขึ้นทีละ 1 ดังนี้ 
  5 + 10 = 15 
  6 + ?   = 16 
  3 + 14 = 17 
   ดังนั้น ? คือ 10 
เฉลย 3  ? คือ 11 
 เหตุผล ในสวนของวงกลม 6 สวน ถาจับคูสวนที่อยูตรงขามกันแลวดผูลบวก จะไดผลบวกเปน
จํานวนเฉพาะที่เรียงกันดังนี ้
  3 + 10 = 13 
  6 + ?   = 17 
  5 + 14 = 19 
 ดังนั้น ? คือ 11 
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ปริศนา 2 
เฉลย 1  ? คือ V 
 เหตุผล เนื่องจากสระในภาษาอังกฤษมี 5 ตวัคือ A , E , I , O , U จะเหน็วาลําดับ B , F , J , P , ? 
เปนลําดับตัวอักษรในภาษาองักฤษที่ถัดจากตัวอักษรที่เปนสระไปหนึ่งตัว 

ตัวอักษรถัดจาก A คือ B ถัดจาก E คือ F  ถัดจาก I คือ J  ถัดจาก O คือ P และถัดจาก U คือ V 
 ดังนั้น ? คือ V 
เฉลย 2  ? คือ P 
 เหตุผล ถาให A แทน 1 , B แทน 2 , C แทน 3 ,…, Z แทน 26  จะพบวา ลําดับ B , F , J , P , ? 
คือ ลําดับ 
2 , 6 , 10 , 16 , ? 
 ถาพจนกลางคอื 10 เปนคาเฉลี่ยของผลบวกทุกพจนจะได 
 ผลบวก  2 + 6 + 10 + 16 + ? = 10 × 5 = 50 
 จะได  ? = 16    แต 16 แทนดวย P 
 ดังนั้น  ? คือ P 
  
ปริศนา 3 
เฉลย 1  ? คือ 2 
 เหตุผล ผลคูณของจํานวนในวงกลมที่อยูริมสองขางของแตละแนวนอนจะเทากบัจํานวนที่อยู
ในวงกลมกลางบวกดวย 5 ของแถวนั้นดงันี้ 
 4 × 6 = 24 = 19 + 5 
 5 × 7 = 35 = 30 + 5 
 4 × ?  = 8   = 3 + 5 
 ดังนั้น ? คือ 2 
เฉลย 2  ? คือ 16 
 เหตุผล  ผลบวกของจํานวนในวงกลมที่เรียงตัวเปนเครื่องหมายบวกตามแนวนอนและแนวตั้ง
จะมีคาเพิ่มขึ้น 10 ดังนี ้
 แนวนอน  5 + 30 + 7 = 42 

แนวตั้ง  3 + 30 + 19 = 52 
ดังนั้น ผลบวกของจํานวนในวงกลมที่เรียงตัวเปนเครื่องหมายคณู ตามแนวทแยงลางซายไป 

บนขวา และลางขวาไปบนซาย จะตองมีคาเพิ่มขึ้น10 ดังนั้น 
แนวทแยงลางซายไปบนขวา 4 + 30 + 6 = 40 
แนวทแยงลางขวาไปบนซาย ? + 30 + 4 = 50 
ดังนั้น  ? คือ 16                                                                                     
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ปริศนา 4 
เฉลย 1  ? คือ U 
 เหตุผล 1 ถาให  A แทน 1 , B แทน 2 , C แทน 3 , … , Z แทน 26 แลวข้ึนตนใหมเปน 
 A แทน 27 , B แทน 28 , C แทน 29 , … , Z แทน 52 

จะไดแถวทั้ง 3 คือ    3  5 8 
     12 17 23 
     30 38 ? 

จะพบวา ถาเขยีนเรียงจากแถวที่ 1 ตอดวยแถวท่ี 2 และแถวที่ 3 
จะได 3     5      8      12   17    23    30     38     ?  =  47 

 
การเพิ่ม    2       3      4      5      6      7      8       9 
จากการเพิ่ม จะพบวา 38 + 9 = 47 ซ่ึงในการแทนคาตัวอักษร ชุดที่ 2 
จาก A = 27 B = 28 พบวา U = 47 
ดังนั้น ? คือ U 

เฉลย 2  ? คือ Z 
 เหตุผล  2 ถาให  A แทน 1 , B แทน 2 , C แทน 3 , … , Z แทน 26 

จะไดแถวทั้ง 3 คือ   3  5 8 
    12 17 23    

4 12 ? 
จะพบวา ถาหาผลบวกตามแนวทแยงหลกัที่ 1 และ 2  ทีละสองแถวคาจะเพิ่มขึน้ 3 และผลบวก
ตามแนวทแยงหลักที่ 2 และ 3 ทีละสองแถวก็จะมีคาเพิ่มขึ้น 3 

 

 
จะได   ? = 26 
ซ่ึง    Z แทน 26 

 ดังนั้น    ? คือ Z  
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ปริศนา 5 
เฉลย 1  ? คือ 17 
 เหตุผล จากรปูสามเหลี่ยมดานบนสองรูป ผลตางของจํานวนในตําแหนงเดียวกนัของรูป
สามเหลี่ยมทั้งสองคือ จํานวนในตําแหนงเดียวกันนั้นของรูปสามเหลี่ยมรูปที่สามดานลาง 

ตําแหนง รูปที่ 1 รูปที่ 2 ผลตาง รูปที่ 3 
มุมยอด 
ภายใน 

มุมลางซาย 
มุมลางขวา 

9 
2 
7 
2 

2 
7 
11 
19 

| 9 – 2 |   = 7 

| 2 – 7 |   = 5 

| 7 – 11 | = 4 

| 2 – 19 | = 16 

7 
5 
4 

     ? = 17    

 ดังนั้น    ? คือ 17 
เฉลย 2  ? คือ 4 
 เหตุผล ผลบวกของจํานวนในตําแหนงเดยีวกันของรูปสามเหลี่ยมทั้งสามจะเพิ่มขึน้ทลีะ 4 โดย 
เร่ิมตนจากตําแหนงภายใน ไปมุมยอดมุมลางซาย และ มุมลางขวา ดังนี้ 

ตําแหนง รูปที่ 1 รูปที่ 2 รูปที่ 3 ผลบวก เพิ่มขึ้น 
ภายใน 
มุมยอด 

มุมลางซาย 
มุมลางขวา 

2 
9 
7 
3 

7 
2 
11 
19 

5 
7 
4 
? 

14 
18 
22 
26 

 

 จาก 3 + 19 + ? = 26 
 ดังนั้น    ? คือ 4 
  
ปริศนา 6 
เฉลย 1  ? คือ C 
 เหตุผล ตัวอักษรที่มุมยอดของรูปดาวจะเปนตัวกําหนดการเพิ่มขึ้น  ของตัวอักษรในลําดับของ
แตละรูปดาว ซ่ึงทิศทางของลําดับจะเริ่มตนที่ไหลดานขวาของรูปดาวแลววนแบบตามเข็มนาฬกิา ดังนี ้

รูปที่ 
ตัวกําหนดการ

เพิ่มขึ้นของลําดับ 
ลําดับ 

1 B = 2 
H     J     L    N   

 8    10    12   14 

2 D = 4 
C     G     K    O   
 3      7     11   15 

3 ? = 
H     K     N    Q 
8     11    14   17 
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 จะเห็นวาลําดบัในรูปที่ 3 คือ 8 , 11 , 14 , 17 เพิ่มขึ้นทีละ 3 ซ่ึง C = 3 
 ดังนั้น ? คือ C 
เฉลย 2  ? คือ N 
 เหตุผล ผลบวกของจํานวนที่มุมยอดของรูปดาวสองรูปริมในตําแหนงที่ตรงกัน ลบดวยจํานวน
ที่มุมยอด ของรูปดาวตรงกลางมีคาเพิ่มขึ้นตําแหนงละ 1 โดยเริ่มตนจากมุมบนแบบตามเข็มนาฬกิา 

รูป ลําดับ 
 ซาย 
ขวา 
กลาง 

B = 2 
? 

D = 4 

H = 8 
H = 8 
C = 3 

J = 10 
K = 11 
G = 7 

L =12 
N = 14 
K = 11 

N = 14 
Q = 17 
O = 15 

ผลลัพธ 
2 + ? - 4   

= 12 
8 + 8 - 3  

= 13 
10 + 11 - 7  

= 14 
12 + 14 - 11  

= 15 
14 + 17 - 15  

= 16 

 จะเห็นวา 2 + ? – 4 = 12 
 จึงได ? คือ 14 ซ่ึง N = 14 
 ดังนั้น ? คือ N 
  
ปริศนา 7 
เฉลย 1  ? คือ 5 
 เหตุผล  
สํานวนที่ 1  จํานวนในแถวที่ 3 ของตารางไดจากผลบวกของจํานวนในแถวที่ 1 กับแถวที่ 2 ของตาราง 
ขณะเดียวกันจาํนวนในแถวที่ 6 ของตารางไดจากผลบวกของจํานวนในแถวที่ 4 กับแถวที่ 5 ของตาราง 
 จะเห็นไดวา 4 + 1 = ? = 5 
 ดังนั้น  ? คือ 5 
สํานวนที่ 2  ผลบวกเลขโดดในแตละแถวนับจากแถวบนลงแถวลาง 
     เชน  แถวที่ 1     0 + 6 + 0 + 3 + 1 + 0 = 10 → 1 + 0 = 1  
 แถวที่ 2     1 + 3 + 0 + 8 + 0 + 7 = 19 → 1 + 9 = 10 → 1 + 0 = 1 
 แถวที่ 3    ไดผลเปน 2 
 แถวที่ 4   ไดผลเปน 3 
 แถวที่ 5   ไดผลเปน 5 
พิจารณาจากผลที่ไดของเลขโดดจากแถวที ่1 ถึงแถวที่ 5 เขียนเปนลําดับไดดังนี้  
1 , 1 , 2 , 3 , 5 พบวาพจนที่สาม, ส่ี, และหา   ไดจากผลบวกของสองพจนที่อยูขางหนา ดังนั้น พจนที่หก
คือ 3 + 5 = 8  

นั่นคือ 8 + 3 + 4 + 9 + 6 + ? = 30 + ? → 3 + 0 + ? = 8 
 ดังนั้น  ? คือ 5                                                                                                                    
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ปริศนา 8 
เฉลย 1  ? คือ 35 
 เหตุผล จากแผนภาพ 
   5     7     11     19     ? 
    
      2      4      8     16 
  ผลตางของลําดับ มีคาเพิ่มขึน้เปน 21, 22, 23, 24 
  จะได ? = 19 + 24 = 19 + 16 = 35 
  ดังนั้น  ? คือ 35 
เฉลย 2  ? คือ 29 
 เหตุผล จากแผนภาพ 

5       7      11     19      ?  
  \ + / \ + / \ + / \ + / 
   12     18      30     48 

          
            6     12    18     
  จะได   19 + ? = 48 
  ดังนั้น  ?  คือ  29 
  
ปริศนา 9 
เฉลย 1  ? คือ ชุด 1 หรือ ชุด 3 หรือ ชุด 5 
 
 เหตุผล จํานวนที่เหมือนกันใน            ตองอยูในตําแหนงที่สมมาตรกับจุดกึ่งกลาง
ของรูป 
เฉลย 2  ? คือ ชุด 5 

 เหตุผล ถาแบงรูปใหญเปน 4 สวนเทากนัแตละสวนเปนตารางขนาด 5 × 5 จะพบวาสวนที่

แหวงเมื่อนําจาํนวนในกากบาทชุด 5 มาเติมแลว จะทําใหจํานวนในแตละ ตารางขนาด 5 × 5 นั้น หมุน 
90° แบบตามเข็มนาฬิกา  และเคลื่อนที่วนแบบทวนเข็มนาฬิกา 
  
ปริศนา 10 
เฉลย 1  นาฬกิา C 
 เหตุผล  เมื่อพจิารณาเวลาในนาฬิกาแตละเรือน จะพบวา 
  ผลบวกเลขโดดเทากับ 15 

  ดังนั้น 9:24 → 9 + 2 + 4 = 15 
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   5:55 → 5 + 5 + 5 = 15 
   6:45 → 6 + 4 + 5 = 15 
   8:16 → 8 + 1 + 6 = 15 
 นาฬิกา C  เวลา   3:39 → 3 + 3 + 9 = 15 
เฉลย 2  นาฬกิา A , C และ D 
 เหตุผล เมื่อนําเวลาในนาฬกิาแตละเรือนมาเขียนเปนจํานวนจะได 924 , 555 , 645 , 816 ซ่ึง   
แตละจํานวนจะหารดวย 3 ลงตัว  จากนาฬกิา A , C , D จะไดจํานวนทั้ง 3 คือ 714 , 339 และ 459 ซ่ึง
หารดวย 3 ลงตัว 
  
ปริศนา 11 
เฉลย 1  ? คือ รูป C 
 เหตุผล   •  เคล่ือนที่แบบทวนเข็มนาฬกิาทลีะ 1 ชอง 
  ×  เคลื่อนที่แบบตามเข็มนาฬิกาทีละ 1 ชอง 
 สวนที่แรเงาตัง้ เคลื่อนที่แบบตามเข็มนาฬกิาทีละ 2 ชอง 
 สวนที่แรเงานอน เคลื่อนที่แบบทวนเข็มนาฬิกาทีละ 3 ชอง 
เฉลย 2  ? คือ รูป D หรือ E 
 เหตุผล  รูปจากโจทย  •  และ  ×  จะอยูในชองที่หางกัน ตรงขามกัน และชองเดียวกนั ยังขาด
ในชองที่อยูตดิกัน ซ่ึงคือรูป D และ E 
  
ปริศนา 12 
เฉลย 1  ?  คือ  R 
 เหตุผล  
สํานวนที่ 1   ลําดับ  C        D       F    J ? 
 คา  3        4        6  10   
 ซ่ึง  3 , 4 , 6 , 10 มีพจนทัว่ไปเปน a1 = 3 และ an = 2an - 1 – 2 เมื่อ n ≥ 2 
 จะได a1 = 3 
  a2 = 2a1 – 2 = 6 – 2   = 4 
  a3 = 2a2 – 2 = 8 – 2   = 6 
  a4 = 2a3 – 2 = 12 – 2 = 10 
  a5 = 2a4 – 2 = 20 – 2 = 18 
 ซ่ึง R แทน 18 
 ดังนั้น  ? คือ R 
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สํานวนที่ 2 
เหตุผล จากแผนภาพตอไปนี ้

    C        D       F    J ? 
กับตําแหนงตวัอักษร 3        4        6  10 

      
             1         2        4        8 
             20        21      22       23 

จะเห็นวา ? = 10 + 8 = 18 
 ดังนั้น   ?  คือ  R 
เฉลย 2  ?  คือ  V 

เหตุผล  จากแผนภาพตอไปนี้ 
    C        D       F    J ? 

กับตําแหนงตวัอักษร 3        4        6  10 
ลําดับ 3 , 4 , 6 , 10 มี a1 = 3  

       an = an - 1 + 2n - 2 + (n – 1)(n – 2)(n – 3)(n – 4) 
เมื่อ n ≥ 2 

จะได a1 = 3 
  a2 = a1 + 22 - 2 + 0  = 3 + 1 + 0   = 4 
  a3 = a2  + 23 - 2 + 0    = 4 + 2 + 0   = 6 
  a4 = a3  + 24 - 2 + 0       = 6 + 4 + 0   = 10 
  a5 = a4  + 25 - 2 + (4 × 3 × 2 × 1)      = 10 + 8 + 4 = 22 
 ซ่ึง V แทน 22 
 ดังนั้น  ? คือ V 
  
ปริศนา 13 
เฉลย 1  ? คือ 6 
 เหตุผล   รูปแปดเหลี่ยมนี้ มผีลบวกของจํานวนที่อยูตรงกันขามรวมสีจ่ํานวน เทากับ 30  
 เชน  11 + 6 + 4 + 9   = 30 
  5 + 1 + 10 + 14 = 30 
  8 + 13 + 7 + 2   = 30   
 จะได 12 + 9 + 3 + ?   = 30  

ดังนั้น  ? คือ 6 
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เฉลย 2  ? คือ 0 หรือ 6 
เหตุผล   ผลตางของจํานวนทีอ่ยูในรูปสี่เหล่ียมคางหมูใหญ  และรูปสี่เหล่ียมคางหมูเล็กที่อยู 

ติดกัน มีคาเทากับคูที่อยูตรงขาม 

เชน  | 11 – 6 | = | 9 – 4 |   = 5  

  | 5 – 1 |   = | 10 – 14 | = 4 

  | 8 – 13 | = | 7 – 2 |   = 5 

  | 12 – 9 | = | 3 – ? |    = 3 
 ดังนั้น  ? คือ  0 หรือ 6 
  
ปริศนา 14 
เฉลย    ? คือ 29 
 เหตุผล  
สํานวนที่ 1   ในรูปสามเหลี่ยมแตละรูป ผลคูณของจํานวนที่ฐานของรปูสามเหลี่ยม ลบดวยจํานวนที่มุม

ยอด จะเทากับจํานวนภายในรูปสามเหลี่ยม 
สํานวนที่ 2   ในรูปสามเหลี่ยมแตละรูป ผลบวกของจํานวนที่มุมยอดกับจํานวนที่อยูภายในรูป

สามเหลี่ยมจะเทากับผลคูณของจํานวนที่ฐาน 
  
ปริศนา 15 
เฉลย 1  ? คือ 3 
 เหตุผล  
สํานวนที่ 1   ในแตละแถว ผลบวกของจํานวนทางซายของตัวอักษร จะตางจาก  ผลบวกของจํานวน

ทางขวาของตัวอักษร เทากบัคาของตําแหนงของตัวอักษรนั้นๆ 
 เชน   (9 + 3 + 2 + 4) – (4 + 5 + 2 + 1) = 6 ซ่ึง F อยูในตําแหนงที่ 6 
  (4 + 9 + 8 + 4) – (6 + 1 + 0 + 5) = 13 ซ่ึง M อยูในตําแหนงที่ 13 
 จะได (2 + 6 + 4 + 8) – (3 + 1 + 2 + 4) = 10 ซ่ึง J อยูในตําแหนงที่ 10 
 ดังนั้น  ? คือ  J 
สํานวนที่ 2   ในแตละแถว ผลบวกของจํานวนทางซายของตัวอักษรลบดวยคาประจําตําแหนงของ 
         ตัวอักษรนั้น จะเทากับผลบวกจํานวนทางขวาของตัวอักษร 
 เชน  แถว F คาประจําตําแหนงของ F คือ 6 

จะได (9 + 3 + 2 + 4) – 6 = (4 + 5 + 2 + 1) 
  แถว M คาประจําตําแหนงของ M คือ 13 
  จะได (4 + 9 + 8 + 4) – 13 = (6 + 1 + 0 + 5) 
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 พิจารณาแถว ? 
  (2 + 6 + 4 + 8) – ? = (3 + 1 + 2 + 4) = 10 
  จะได ? อยูในตําแหนงที่ 10  
 ดังนั้น  ? คือ  J 
  
ปริศนา 16 
เฉลย     ?  คือ  6 
 เหตุผล  
สํานวนที่ 1   ในแตละรูปดาว ผลบวกของจาํนวนสามจํานวนที่หวัและแขนของ ดาวจะมีคาเทากับ

จํานวนที่มีตัวเลขอยูในตําแหนงที่ขาทั้งสองของดาว 
 เชน  7 + 10 + 11 = 28 
  9 + 15 + 2   = 26 
 จะได 20 + 4 + 22 = 46 = 4 ? 
 ดังนั้น  ?  คือ  6 
สํานวนที่ 2   ในแตละรูปดาว ถานําสามจํานวนขางบนมาเขียนเรียงกันแลวหาผลบวกจนเปนเลขโดด จะ

เทากับเลขโดด ที่ไดจากผลบวกของสองจาํนวนขางลาง 

 เชน   10711 → 1 + 0 + 7 + 1 + 1 = 10 → 1 + 0 = 1  

   และ 2 + 8 = 10 → 1 + 0 = 1 

   1592 → 1 + 5 + 9 + 2 = 17 → 1 + 7 = 8 และ 2 + 6 = 8 

 จะได 42022 → 4 + 2 + 0 + 2 + 2 = 10 → 1 + 0 = 1 

  และ 4 + ? → 1 

 จาก 4 + ? → 1 พบวา 4 + 6 = 10 → 1 + 0 = 1 
ดังนั้น  ?  คือ  6 
  

ปริศนา 17 
เฉลย 1   ?  คือ  N 
 เหตุผล คาของตัวอักษรที่มุมยอดของรูปสามเหลี่ยม จะเทากับผลตางของคาของตัวอักษรที่ฐาน
ทั้งสองของรูปสามเหลี่ยม ดังนี้ 
 
 
 
 



 173 

ตําแหนง รูปที่ 1 รูปที่ 2 รูปที่ 3 
มุมยอด 
ฐาน(1) 
ฐาน(2) 

E = 5 
O = 15 
J = 10 

I = 9 
U = 21 
O = 12 

G = 7 
U = 21 
? = 14 = N 

เฉลย 2   ?  คือ  Z 
เหตุผล  ผลรวมคาของตัวอักษรในรูปสามเหลี่ยมที่ 1 หารดวย 6   ไดผลลัพธเปน 5 
 ผลรวมคาของตัวอักษรในรปูสามเหลี่ยมที ่2 หารดวย 6   ไดผลลัพธเปน 7 
 ผลรวมคาของตัวอักษรในรปูสามเหลี่ยมที ่3 หารดวย 6   ไดผลลัพธเปน 9 

รูปที่ 1 รูปที่ 2 รูปที่ 3 
E + O + J 
= 5 + 15 + 10 
= 30 

ซ่ึง 6
30 = 5 

I + U + O 
= 9 + 21 + 12 
= 42 

ซ่ึง 6
42 = 7 

G + U + ? 
= 17 + 21 + ? 
= 28 + ? 

ซ่ึง 6
?  28+ = 9 

จึงได ? = 26 
ดังนั้น   ? คือ  Z 
   

ปริศนา 18 
เฉลย 1   ?  คือ  9 
 เหตุผล ผลบวกของจํานวนที่อยูในสวนของวงกลมที่มตีําแหนงตรงกนั ของวงกลมริมทั้งสอง
จะเทากบัจํานวนที่อยูในสวนของวงกลม วงกลางที่มีตําแหนงตรงกันกับจํานวนที่บวกกนั 

ซ่ึงจะได  2 + 8 = 10 , 9 + 4 = 13 , 3 + ? = 12 
 ดังนั้น ?  คือ 9 
เฉลย 2   ?  คือ  2 หรือ 9 
 เหตุผล ผลบวกของจํานวนในแตละวงกลมจะหารดวย 7 ลงตัว   สําหรับวงกลมริมทัง้สองนั้น 
จํานวนในแตละสวนของวงกลมตองเปนเลขโดด ดังนี ้
 2 + 9 + 3 = 14   หารดวย 7 ลงตัว 
 10 + 13 + 12 = 35 หารดวย 7 ลงตัว 
 8 + 4 + ?  หารดวย 7 ลงตัว 
 ดังนั้น 8 + 4 + ? = 14 จะได  ? คือ 2 ซ่ึงเปนเลขโดด 
 หรือ 8 + 4 + ? = 21 จะได  ? คือ 9 ซ่ึงเปนเลขโดด 
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ปริศนา 19 
เฉลย 1   ?  คือ  0 
 เหตุผล ในกากบาทแตละรูป      จํานวนทีเ่ปนเลขสองหลักดานบนของกากบาท บวกกับจํานวน
ตรงกลางจะได จํานวนที่อยูดานลางของกากบาทนั้นๆ 

นั่นคือ 24 + 6 = 30 28 + 4 = 32 33 + 7 = 4 ? = 40 
ดังนั้น ?  คือ 0 

เฉลย 2   ?  คือ  6 
 เหตุผล ผลบวกของจํานวนที่เปนเลขโดด   ในกากบาทแตละรูปจะหารดวย 4  แลวเหลือเศษ 3  
และผลบวกเหลานั้นตองตางกันดวย 
 นั่นคือ 2 + 4 + 6 + 3 + 0 = 15  ซ่ึง 15 หารดวย 4 เหลือเศษ 3 
  2 + 8 + 4 + 3 + 2 = 19  ซ่ึง 19 หารดวย 4 เหลือเศษ 3 
  3 + 3 + 4 + 7 + ? = 17 + ? ซ่ึง 17 + ? หารดวย 4 เหลือเศษ 3 
 นั่นคือ 17 + 6 = 23   ซ่ึง 23 หารดวย 4 เหลือเศษ 3 

ดังนั้น ?  คือ 6 
หมายเหตุ กรณีนี้ ? คือ 2 ไมได เพราะจะทาํให 17 + 2 = 19  มีคาเทากับผลบวกของจํานวนใน

กากบาทที่ 2 
  

ปริศนา 20 
เฉลย 1   ?  คือ  4 
 เหตุผล ในแตละหลัก ผลบวกของจํานวนคูเทากับผลบวกของจํานวนคี ่
 ดังนี ้

หลักที่ 1 หลักที่ 2 หลักที่ 3 หลักที่ 4 
6 + 6 = 5 + 7  4 + 8 = 9 + 3 6 + 10 = 11 + 5 10 + ? = 7 + 7 

 ดังนั้น ?  คือ 4 
เฉลย 2   ?  คือ  8 
 เหตุผล ผลบวกของจํานวนในหลักที่ 1 กับหลักที่ 2  มีคาเทากัน และผลบวกของจํานวนใน  

หลักที่ 3 กับหลักที่ 4 มีคาเทากัน  
ดังนี ้
หลักที่ 1 = หลักที่ 2 หลักที่ 3 = หลักที่ 4 

5 + 6 + 6 + 7 = 9 + 4 + 3 + 8 6 + 11 + 10 + 5 =7 + 10 + 7 + ? 
 ดังนั้น ?  คือ 8 
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ปริศนา 21 
เฉลย และเหตุผล  
 

   รูปเดิมมีพื้นที่  2
4  3×  =  6 ตารางหนวย 

   รูปใหมมีพื้นที ่ 6 – 3 =  3 ตารางหนวย 
 
  
 
ปริศนา 22 
เฉลย     ?  คือ  12 
 เหตุผล 
สํานวนที่ 1  ในแตละรูป เมือ่เร่ิมตนจากจาํนวนในรูปสี่เหล่ียมมุมบนซายเคลื่อนที่แบบตามเข็มนาฬกิา 

คาของจํานวนจะเพิ่มขึน้เปน 3 และ 4 ทุกรูป  ดังนี ้
รูปที่ ลําดับ 

1 
2 
3 
4 

    3 → 6   → 10     เพิ่มขึ้น 3 และ 4 

    2 → 5   → 9       เพิ่มขึ้น 3 และ 4 

    7 → 10 → 14     เพิ่มขึ้น 3 และ 4 

    5 → 8   → ?       เพิ่มขึ้น 3 และ 4 
ดังนั้น ?  คือ 12 

สํานวนที่ 2  ในแตละรูป สองเทาของจํานวนในรูปสี่เหล่ียม มุมบนขวานอยกวาผลบวกของจํานวนใน
รูปสี่เหล่ียมที่เหลืออยู 1 ดังนี้ 

รูปที่ สมการ 
1 (2 × 6) + 1   = 10 + 3  
2 (2 × 5) + 1   = 9 + 2 
3 (2 × 10) + 1 = 14 + 7 
4 (2 × 8) + 1   = ? + 5 

ดังนั้น ?  คือ 12 
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ปริศนา 23 
เฉลย     ?  คือ  R 
 เหตุผล 
สํานวนที่ 1  คาของตัวอักษรที่อยูในวงกลม ชองเวนชอง สองชุด  

ชุดแรกมีคาเพิม่ขึ้น 6   ชุดทีส่องมีคาเพิ่มขึ้น 5 ดังนี ้

ชุดที่ 1 
I → O → U → A 
9       15       21       27 

(A มีคาเปน 1 รอบตอไปคือ 27) 

ชุดที่ 2 
H → M → ? → W 
8        13       18       23 

จะได ? = 18 

ดังนั้น ?  คือ R 
สํานวนที่ 2  คาตัวอักษรจะเพิ่มขึ้นทีละคู โดยเพิ่มจาก 1 เปน 2 เปน 3 และเปน 4 ดังนี้ 

  H → I  M → O    ? → U   W → A 
  8        9 13       15 18     21 23       27 
                                          

     1                     2                     3                       4 
 จึงได     ? = 18 
 ดังนั้น ?  คือ R 
  
ปริศนา 24 
เฉลย และเหตุผล  
 

 
 
 จัตุรัสกลนี้มีผลบวก ในแตละแนวเทากับ 15  คากลางของเลขโดด 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9  
คือ 5 กําหนดไวในวงกลมกลาง วงกลมที่แรเงาและมีตวัเลขระบุไวเปนตวัเลขที่กําหนดสวนที่เหลือใน
แตละแนวจึงเติมตัวเลขใหครบ 15 จะได ผลตามตองการ 
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หนวยท่ี 9 
ลําดับของจํานวนเชิงรูปเรขาคณิต 

 
ตอนที่ 9.1 ลําดับของจํานวนเชิง รูปสามเหลี่ยม และจํานวนเชิงรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส 
ตอนที่ 9.2 ลําดับของจํานวนเชิงรูปพีรามิด ฐานรูปสามเหลี่ยมดานเทา และฐานรูป 

สี่เหลี่ยมจัตุรสั 
ตอนที่ 9.3 ความสัมพันธระหวางจํานวนเชิงรูปเรขาคณิต 
 
แนวคิด 1. แบบรูปทางคณิตศาสตร เปนรูปธรรมที่ส่ือใหเกิดกระบวนการทางความคิดไดอยาง 

สรางสรรค และมีเสรีภาพนาํไปสูปฏิบัติการทางคณิตศาสตรเพื่อสรางองคความรูใหม 
พัฒนาความรูใหกวางและลึกซึ้งขึ้น ทําใหมกีารพัฒนาการในกระบวนการแกปญหาที่ด ี

2. ลําดับของจํานวนเชิงรูปเรขาคณิตเปนแบบรูปหนึ่งทางคณิตศาสตรประกอบดวย ลําดับ
ของจํานวนเชงิรูปสามเหลี่ยม รูปสี่เหล่ียม และพีรามิด เปนตน 

3. จาํนวนเชิงรูปเรขาคณิตสามารถเขียนเปน ผลบวกของจํานวนและรูปทั่วไปได 
นอกจากนี้ จํานวนเหลานีย้ังมีความสัมพันธกันได หลากหลายรูปแบบ 

 
วัตถุประสงค   

เมื่อศึกษาหนวยที่ 9 จบแลว นักเรียนสามารถ 
1. สรางรูปเรขาคณิตที่เกีย่วของกับ จํานวนเชิงรูปเรขาคณิตได 
2. หาคาของจาํนวนเชิงรูปเรขาคณิตได 
3. หาความสัมพันธหระหวางจํานวนเชิงรูปเรขาคณิตได 
4. ใชสัญลักษณ ∑ ที่เกี่ยวของกับจํานวนเชิงรูปเรขาคณิตได 

 
กิจกรรมระหวางเรียน 

1. อาจารยอธิบายความหมายของรูปแบบทางคณิตศาสตร ลําดับของจํานวนเชิงรูป
เรขาคณิต พรอมทั้งใหตวัอยางลําดับของจํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยม จํานวนเชิงรูป
ส่ีเหล่ียมจัตุรัส จํานวนเชิงรูปพีรามิดฐานรูปสามเหลี่ยมดานเทา และฐานรูปสี่เหล่ียม
จัตุรัส 

2. นักเรียนอภปิรายความสัมพันธระหวางจาํนวนเชิงรูปเรขาคณิต ทั้งความสัมพันธจาก
ผลบวก และความสัมพันธจากรูปทั่วไป 

3. นักเรียนทํากิจกรรมตามตวัอยาง และแบบฝกหัดเพื่อหาผลบวกของจาํนวน และรูป
ทั่วไปของจํานวนเชิงรูปเรขาคณิต 
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สื่อการสอน 
1. เอกสารการสอน 
2. แบบฝกปฏิบัติ 
3. เครื่องฉายขามศีรษะ 

 
ประเมินผล 

ประเมินผลจากแบบฝกหดัและการทดสอบ 
 

 
 
 
เร่ืองท่ี 9.1.1 ลําดับของจํานวนเชิงรปูสามเหลี่ยม 
 1. ลําดับของจํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยม 
  เมื่อเขียนจดุ • ใหเรียงตัวกันเปนรูปสามเหลี่ยมจะได จํานวนจุดทีแ่ทนจํานวนเรียงตวั
เปนลําดับดังนี ้
            .          .   . .     .  . .   . . .    . . .  . . .  . . . .   . . . . . .  . . . . . . . . . 
จํานวน 1 3  6    10  5 
ลําดับที่ 1 2  3    4  5  ...  n 
ไดลําดับของจาํนวนเชิงรูปสามเหลี่ยม คือ 1, 3, 6, 10, 15,…, 2

1 n ( n + 1 ) 
ทําไมจํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยมลําดับที่ n มีรูปทั่วไป  คือ 2

1 n ( n + 1 ) 
รูปทั่วไปนี้อาจแสดงเหตุผลประกอบไดดงันี้ 
ถาเขียนจุดเรียงกันเปนรูปสี่เหล่ียมผืนผาขนาด 4 × 5 จุด แลวแบงเปนจาํนวนเชิงรูปสามเหลี่ยม
ลําดับที่ 4 จะไดสองรูปดังนี ้

 
จะพบวาจํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยม ลําดับที ่4 คือ 10 และ 10 = 2

5x  4   

ทํานองเดียวกนั ถาเขียนจดุเรียงกันเปนรูปสี่เหล่ียมผืนผาขนาด n × (n+1) จุด  จะแบงจํานวนเชิงรูป
สามเหลี่ยมลําดับที่ n ได สองรูป 
 

ตอนที่ 9.1 ลําดับของจํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยม และจํานวนเชิงรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส 
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 จึงได จํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยมลําดับที่ n คือ 2
1 n(n+1) 

ถาแทนจํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยมลําดับที่ n ดวย ∆ nจะได 
∆1 = 1     ∆2 = 3     ∆3 = 6     ∆4 = 10     ∆5 = 15     ∆n = 2

1 n(n+1) 
 

2. ผลบวกจํานวนนับ n จํานวนแรก 1 + 2 + 3 + ... + n (เขียนแทนดวย ∑
=

n

1i
i  อานวา ซิกมาไอ 

 เมื่อไอมีคาตั้งแตหนึ่งถึงเอน็) 

                                         
 จํานวน 1 

 
1+2 = 3 

 
1+2+3 = 6 

 
 1+2+3+4 =   10 

 1+2+3+4+5 =  15 

 ผลบวก ∑
=

=
1

1i
1i  

∑
=

=
2

1i
3 i

 
∑
=

=
3

1i
6 i  ∑

=
=

4

1i
10i  ∑

=
=

5

1i
15i  

∆n ∆1 ∆2 ∆3 ∆4 ∆5 
  

 
แบบฝกหัด 9.1 

 
1. จงหาคาของ ∆n และคาของจํานวนที่กําหนดดังตอไปนี้ 
 (1)  ∆10  ,  ∆11  ,  ∆99  ,  ∆100  และ ∆101 

  (2)  ∆9+10 ,  ∆10+11 ,  ∆98+99 ,  ∆99+100 และ ∆100+101 
 (3)  ∆1+∆2    ,  ∆2 +∆3  ,  ∆3 +∆4  ,  ∆99+ ∆100 

 
2. จงหาความสัมพันธระหวาง ∆n-1 , ∆n , n และ n2 เมื่อ n เปนจํานวนเต็มบวกที่มากกวา 1 
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เร่ืองท่ี 9.1.2  ลําดับของจํานวนเชิงรปูสี่เหลี่ยมจัตุรัส 
 1. ลําดับของจํานวนเชิงรูปสี่เหล่ียมจัตุรัส 
  เมื่อเขียนจดุใหเรียงตวักันเปนรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสจะไดจาํนวนจุดทีแ่ทนจํานวนจะเรยีง
ตัวเปนลําดับดงันี้ 

                       
จํานวน      1 4 9             16 25  
ลําดับที่     1  2 3 4 5  ...  n 
ไดลําดับของจาํนวนเชิงรูปสี่เหล่ียมจัตุรัส คือ 1, 4, 9, 16, 25, …, n2 
ไดลําดับของจาํนวนเต็มบวกที่ยกกําลังสองหรือลําดับของ n2 คือ  
 
12, 22, 32, 42, 52,…, n2 ถาแทนจํานวนเชิงรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสที่ n ดวย  n จะได 

 1 = 12    2 = 22    3 = 32   4 = 42   5 = 52  และ  n = n2 

 

 2. ผลบวกของจํานวนคี่บวก n จํานวนแรก 1 + 3 + 5 + 7 + ... + (2n – 1)   
 จากจํานวนเชิงรูปสี่เหล่ียมจัตรัุสเมื่อพิจารณาแนวหักเปนมมุฉาก(  )จะพบการเรียงตวัของจุด
เพิ่มขึ้นเปนลําดับของจํานวนคี่ ดังรูป 

 
            1      1+3 = 4    1+3+5=9   1+3+5+7=16   1+3+5+7+9=25  
                   1=12  1+3 = 22   1+3+5=32   1+3+5+7=42   1+3+5+7+9=52 
สอดคลองกันกับรูปทั่วไปทีว่าผลบวกของจํานวนบวกคี่ n จํานวนแรกเทากับ n2  
นั่นคือ 1+3+5+...+(2n-1)= n2  

ซ่ึง 1+3+5+...+(2n-1) เขียนในรูปซิกมาไดเปน ∑
=

−
n

1i
1)(2i อานวา ซิกมาของสองไอลบหนึ่งเมื่อ 

ไอมีคาตั้งแตหนึ่งถึงเอ็น  

จึงได  n = n2 = ∑
=

−
n

1i
1)(2i  
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แบบฝกหัด 9.2 
 

1. จงเขียน  n ในรูปผลบวกของจํานวนคีบ่วก n จํานวนแรกจาก  n ตอไปนี ้
         3 ,  5 ,  7 ,  10 ,  21  และ   25    
2. จงศึกษาแบบรูปของ n2  และ n3  ดังนี ้

     1   = 12      1   = 13 

         1 + 3   = 22   3 + 5  = 23 
       1 + 3 + 5  = 32             7 + 9 + 11    = 33 
   1 + 3 + 5 + 7  = 42       13 + 15 + 17 + 19  = 43 
1 + 3 + 5 + 7 + 9  = 52   21 + 23 + 25 + 27 + 29  = 53 
พบวา 13  = 12   =  1    
  13 + 23 = 1 + 3 + 5 =  3    
  13 + 23 + 33 = 1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11 = 62 =  6 

จงเขียน  10 ในรูปของผลบวกกําลังสามของจํานวนนับที่เรียงกัน เร่ิมจาก 13 
3. จงหาความสัมพันธระหวาง  n-1,  n , n และ n2 เมื่อ n เปนจํานวนเต็มบวกที่มากกวา 1 
4. พิจารณาแบบรูปลําดับของการบวกตอไปนี้ 
                1    = 1     = 12 

                  1 + 2 + 1    = 4    = 22 
            1 + 2 + 3 + 2 + 1            = 9  = 32 

      1 + 2 + 3 + 4 + 3 + 2 + 1  = 16        = 42 
1 + 2 + 3 + 4 +5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 25      = 52 

         •     •    • 

         •     •    • 

         •     •    • 

 
จะพบวา 1 +2+3+…+ ( n –1 ) + n + ( n –1 ) + … +3 + 2 +1 = n2 
ถาเรียกการบวกลักษณะนีว้า  “การบวกแบบขั้นบันได”  และเรียกผลบวกที่ไดวาจํานวนขั้นเชิง
บันได เขยีนแทนดวย  n  จะพบวา    n =  n 
จงหาความสัมพันธระหวาง n-1 , n ,  n  และ n2  เมื่อ n เปน จํานวนเต็มบวกที่มากกวา 1 
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เร่ืองท่ี 9.2.1  ลําดับของจํานวนเชิงพีรามิดฐานรูปสามเหลี่ยมดานเทา 

1. ลําดับของจํานวนเชิงพีรามิดฐานรูปสามเหลี่ยมดานเทา 
ถาวางลูกกลมใหเปนพีรามิดฐานรูปสามเหลี่ยมดานเทา จะไดจํานวนลูกกลมแทนจํานวนที่เรียงตัว

กันเปนลําดับดังนี้ 

                  
จํานวน      1   4       10        20         35 
ลําดับที่     1   2         3         4           5 ... n 
ไดลําดับของจาํนวนเชิงพีรามิดฐานรูปสามเหลี่ยมดานเทา คือ 1, 4, 10, 20, 35, …, 6

1 n ( n+ 1 )( n +2 ) 
ทําไมจํานวนเชิงพีรามิดฐานรูปสามเหลี่ยมดานเทา ลําดับที่ n มีรูปทั่วไปคือ 6

1 n ( n+ 1 )( n +2 )  
ในการสรางจํานวนเชิงพีรามดิฐานรูปสามเหลี่ยมดานเทาลําดับที่ n จะพบวา เร่ิมแรกการสรางฐาน 

จะสรางเปนรูป ∆n กอน แลวสรางชั้นตอไปเปนรูป ∆n-1 ช้ันสูงขึ้นเปน ∆n-2 จนชั้นสุดทายคือ ∆1 =1 
รูปทั่วไปอาจแสดงเหตุผลประกอบไดดังนี ้ 
ถาแทนจํานวนเชิงพีรามิดฐานรูปสามเหลี่ยมดานเทา ลําดับที่ n ดวย ∆n จะได 

1  = ∆1 = 1 
2  = ∆1 + ∆2  = 1 + 3 = 4 
3  = ∆1 + ∆2 + ∆3   = 1 + 3 + 6 = 10 
4  = ∆1 + ∆2 + ∆3 + ∆4   = 1 + 3 + 6 + 10 = 20 
5  = ∆1 + ∆2 + ∆3 + ∆4 + ∆5 = 1 + 3 + 6 +10 + 15 = 35 

พิจารณา 4  = 1 + 3 + 6 + 10 
จะได  4  = 1 + (1+2) + (1+2+3) + (1+2+3+4) 
หรือ  4  = 1 + (2+1) + (3+2+1) + (4+3+2+1) 
หรือ  4  = 4 + (3+3) + (2+2+2) + (1+1+1+1) 
เมื่อบวกตามแนวตั้งจะได  3 4  = (1+1+4) + (1+2+3) + (2+1+3) + (1+3+2) + (2+2+2) + (3+1+2)   

  + (1+4+1) + (2+3+1) + (3+2+1) + (4+1+1) 
               = 6 +6 +6 +6 +6 +6 +6 +6 +6 +6 
 

 

ตอนที่ 9.2  ลาํดับของจํานวนเชิงพีรามิดฐานรูปสามเหลี่ยมดานเทา และ  
                  ฐานรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส 
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         = 10 × 6 
         = (1+2+3+4 ) × (4+2) 
      3 4  = ∆4 ( 4+2 ) 
 
ถาเขียน 4  ในแบบรูปการบวกจะเขียนดังนี ้

4  =  
   

 
 
 
 
 

 

และ 
 

= 
 

× 6   = (1+2+3+4) × (4+2) 

  
ทํานองเดียวกนัจะได  3 5  = ∆5  (5 + 2) 
    3 n  = ∆n  (n + 2) 
   ดังนั้น   n  = 3

1 ∆n  (n + 2) 
            = 6

1
 n (n + 1)(n + 2) 

2. ผลบวกของจํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยม (เขียนแทนดวย ∑
=

n

1  i
i∆  อานวา ซิกมารูปสามเหลี่ยมไอ

เมื่อไอมีคาตั้งแตหนึ่งถึงเอน็) 
จากจํานวนเชิงพีรามิดฐานรูปสามเหลี่ยมดานเทา จะพบวาการเรียงตัวลูกกลมจากฐานที่

เปนรูปสามเหลี่ยมดานเทาจะซอนกันเปนรูปสามเหลี่ยมดานเทาขึ้นมาเปนชั้นๆ โดยรูปสามเหลี่ยม
ดานเทาชั้นบนจะมีความยาวดานนอยกวา ความยาวดานของรูปสามเหลี่ยมดานเทาชัน้ลางที่ติดกัน
อยู 1 หนวย 

  
 

จะเห็นไดวา 3 4  =  
 

 
+  

 
+  

 
=  
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ถาพีรามิดสูง 5 ช้ันจะพบวา ช้ันที่ 1 ถึงชั้นที่5 จะมีลูกกลมอยูเปนจํานวน 2
6 5⋅ , 2

54 ⋅ , 2
4 3⋅ , 2

3 2 ⋅  และ 

2
2 1⋅  เมื่อเขียนเรยีงใหม จะได 2

2 1⋅ , 2
3 2 ⋅ , 2

4 3⋅ , 2
54 ⋅  และ 2

6 5⋅  

ถานํามาบวกกนัจะได  2
2 1⋅ + 2

3 2 ⋅ + 2
4 3⋅ + 2

54 ⋅ + 2
6 5⋅ = ∆1 + ∆2 + ∆3 + ∆4 + ∆5 

นั่นคือ  ∑
=

5

1   i
∆i = ∆1 + ∆2 + ∆3 + ∆4 + ∆5 

จะได  ∑
=

n

1  i
∆i = ∆1 + ∆2 + ∆3 + ... + ∆n           …(1) 

เนื่องจาก ∆i  = 1+ 2 + 3 + ... + i  …(2) 

  = ∑
=

i

1  j
j  

จาก (1) และ (2) จึงได 

 ∑
=

n

1 i     
∆i = ∑

=

n

1 i   
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑
=

i

1 j  
j  

แต  n  = ∑
=

n

1 i    
∆i 

ดังนั้น  n  = ∑
=

n

1 i ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑
=

i

1j
j  
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ตารางตอไปนีเ้ปนการเปรียบเทียบการหาคา ∑
=

n

1  i  
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑
=

i

1 j  
j  กับ ∑

=

n

1 i    
∆i 

ผลบวกในรูปซิกมาของซิกมา ผลบวกในรูปซิกมาของ ∆i 

   1      = ∑
=

1

1  i ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑
=

i

1  j
j  

                 = ∑
=

1

1  j   
 

                 = 1 

1 = ∑
=

1

1  i
∆i 

         = ∆1 
         = 1 

   2 = ∑
=

2

1i    
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=
∑

i

1 j  
j  

            = ∑
=

1

1  j
j + ∑

=

2

1  j
j  

            = 1 + (1+2) 
            = 4 

2 = ∑
=

2

1    i
∆i 

        = ∆1+ ∆2 
        = 1 + (1+2) 
        = 4 

    3 = ∑
=

3

1  i ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑
=

i

1  j
j  

            = ∑
=

1

1  j
j + ∑

=

2

1 j  
j + ∑

=

3

1  j
j  

            = 1 + (1+2) + (1+2+3) 
            = 10 

3 = ∑
=

3

1  i
∆i 

        = ∆1+ ∆2+ ∆3 
        = 1 + (1+2) + (1+2+3) 
        = 10 

 
นอกจากนี้ เนือ่งจาก  n = 6

1
 n (n + 1)(n + 2) 

และ  n = ∑
n

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑

i

j = ∑
n ( 2

1  i(i +1)) = ∑
n ( 2

1 (i2 + i)) 

จึงได ∑
n

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑

i

j = 6
1

 n (n + 1)(n + 2) 

และ ∑
n ( 2

1 (i2 + i)) = 6
1

 n (n + 1)(n + 2) 

 
 

J = 1 

 J = 1  

 i = 1    i = 1  

 i = 1  

 i = 1  

 i = 1  
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แบบฝกหัด 9.3 
 

1. จงหาคาของ n ดังตอไปนี ้
 6 , 7 , 10 , 50 และ 100  
2. จงเขียน n ในรูป n-1 และ n เมื่อ n เปนจํานวนเต็มบวกมากกวา 1 

3. จงเขียน 4 และ 5 และ 6 ในรูปซิกมาของ ∆i และซิกมาของซิกมา 
 
 
เร่ืองท่ี 9.2.2  ลําดับของจํานวนเชิงพีรามิดฐานรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส 
1.ลําดับของจํานวนเชิงพีรามดิฐานรูปสี่เหล่ียมจัตุรัส 

ถาวางลูกกลมใหเปนพีรามิดฐานรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสจะไดจาํนวนลูกกลมแทนจํานวนที่   
เรียงตัวกันเปนลําดับดังนี้        

        
จํานวน 1 5 14 30 55 
ลําดับที่ 1 2 3 4 5  
ไดลําดับของจาํนวนเชิงพีรามิดฐานรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสคือ 1, 5, 14, 30, 55, .., 6

1
 n (n + 1)(n + 2) 

ทําไมจํานวนเชิงพีรามิดฐานรูปสี่เหล่ียมจัตรัุส ลําดับที่ n มีรูปทั่วไปคือ 6
1

 n (n + 1)(n + 2) 
ในการสรางจํานวนเชิงพีรามดิฐานรูปสี่เหล่ียมจัตุรัส ลําดบัที่ n จะพบวาเริ่มแรกเปนรูป n= n2

จนถึงชั้นสุดทาย คือ 1 = 1 การสรางฐานจะสรางเปนรูป n กอนแลวสรางชั้นตอไปในรปู  n-1 
ช้ันสูงขึ้น ถาแทนจํานวนเชิงพีรามิดฐานรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสดวย n จะได  

1 = 1 , 2 = 1 + 2 , n = 1 + 2 + 3 + ... + n  
รูปทั่วไปนี้ อาจแสดงโดยแบบรูปของจํานวนที่บวกกันดังนี้ 
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                              1    12 
                                       1    2    1   22 
                            1    2    3    2    1   32 
                1    2    3    4    3    2    1  42 
     1    2    3    4          4    3    2    1 
    2    3    4                      4    3    2            
    1   3    4                                  4    3           12        
    2   4                         4           22 
    3                            32 
    4               42 
จากรูปจะพบวา  3   ( 12 + 22 + 32 + 42  )  = 9 ( 1+2+3+4 ) 
        3 4     = 9 ∆4 

                     = (( 2 × 4 ) + 1 )  ∆4       
ทํานองเดียวกนัสําหรับ 5 จะได 

     3 5     = (( 2 × 5 ) + 1 )  ∆5        
และ      3 n     = ( 2n + 1)  ∆n              
                     = ( 2n + 1) 2

1  n(n+1)    
          n     = 6

1
 n (n + 1)(2n + 1)  

2. ผลบวกของกําลังสองของจํานวนนับ n จํานวนแรก (เขียนแทนดวย ∑
=

n

1i
2i  อานวา ซิกมาไอกําลัง

สองเมื่อไอมีคาตั้งแตหนึ่งถึงเอ็น)  
 จากจํานวนเชิงพีรามิดฐานรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสจะพบวาการเรยีงตัวลูกกลมจากฐานที่เปนรูป        
ส่ีเหล่ียมจัตุรัส จะซอนกนัเปนรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสขึ้นมาเปนชั้นๆ โดยรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสชั้นบนจะมี
ความยาวดานนอยกวาความยาวดานของรปูสี่เหล่ียมจัตุรัสชั้นลางที่ติดกันอยู 1 หนวย 
 ถาพีรามดิสูง 5 ช้ันจะพบวา ช้ันที่ 1 ถึงชั้นที่ 5 จะมีลูกกลมเปนจํานวน52 , 42 , 32 , 22 และ 12 เมื่อ
เขียนเรยีงใหมจะได 12 , 22 , 32 , 42 , 52 
 ถานํามาบวกกนัจะได 12 + 22 + 32 + 42 + 52 = 55 
 จํานวนเชิงพีรามิดฐานรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสคิดตามความยาวดานฐานไดดงันี้ 
 ฐาน 1 หนวย เทากับ 1 
 ฐาน 2 หนวย เทากับ 12 + 22 = 5 
 ฐาน 3 หนวย เทากับ 12 + 22 + 32 = 14 
 

12 

22 
32 
42 

12 

22 
32 
42 
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 ฐาน 4 หนวย เทากับ 12 + 22 + 32 + 42  = 30  
ฐาน 5 หนวย เทากับ 12 + 22 + 32 + 42 + 52 = 55  

จะได 1 = ∑
=

1

1i
2i = 12  = 1 

 2  = ∑
=

2

1i
2i = 12  + 22 = 5 

 3 = ∑
=

3

1i
2i = 12 + 22 + 32 = 14 

 4 = ∑
=

4

1i
2i = 12 + 22 + 32 + 42  = 30 

 5 = ∑
=

5

1i
2i = 12 + 22 + 32 + 42 + 52 = 55 

และ n = ∑
=

n

1i
2i = 6

1
 n (n + 1)(2n + 1) 

 
 

แบบฝกหัด 9.4 
 
1. จงหาคา n ดงัตอไปนี ้
 6 , 7 , 10 , 50 และ 100 
2. จงเขียน n ในรูป n-1 และ n เมื่อ n เปนจํานวนเต็มบวกมากกวา 1 
 
 
 
 
เร่ืองท่ี 9.3.1 ความสัมพันธ ระหวางจํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยม จํานวนเชิงรปู 
สี่เหล่ียมจัตุรัสและ จํานวนเชิงขั้นบนัได 
1. ความสัมพันธจากผลบวก 
ถาให      ∆n  เปนจํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยมลําดับที่ n (กําหนด ∆0 = 0  ) 
 n  เปนจํานวนเชิงรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสลําดับที่ n (กําหนด 0 = 0  ) 

n เปนจํานวนเชิงขั้นบันได (กําหนด 0 = 0) 
จะได ∆n = 1+2+3+ … + n 

ตอนที่ 9.3  ความสัมพันธ ระหวางจํานวนเชิงรูปเรขาคณิต 
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  n = n2 = 1+3+5+ … + (2n – 1) 
  n= n2 = 1+2+3+ … + (n – 1) + n + (n – 1) + … + 3+ 2 + 1 
   = (1+2+3+ … + (n – 1) + n) + (1+2+3+ … + (n – 1)) 
   = ∆n + ∆n – 1  
ดังนั้น n = n = ∆n + ∆n-1 
 
2. ความสัมพันธจากรูปทั่วไป 
 จากรูปทั่วไปของ ∆n = 2

1 n(n+1) 
  และ  ∆n-1 = 2

1  (n – 1) n 
 จะได ∆n + ∆n-1 = 2

1 n(n+1) + 2
1  (n – 1) n 

 = 2
1  (n(n+1) + (n – 1) n) 

 = 2
1  (n2 + n + n2 – n) 

 = n2 
 = n = n 
 ดังนั้น n = n = ∆n + ∆n-1 
 
เร่ืองท่ี 9.3.2 ความสัมพันธระหวางจํานวนพีรามิดฐานรปูสามเหลี่ยมดานเทา และจํานวนพีรามดิ
ฐานรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส 
1. ความสัมพันธจากผลบวก 
  ถาให n  เปน จํานวนเชิงพีรามิดฐานรูปสามเหลี่ยมดานเทา ลําดับที่ n (กําหนด 0 = 0 ) 
             n  เปน จํานวนเชิงพีรามิดฐานรูปสี่เหล่ียมจัตุรัส ลําดับที่ n (กําหนด 0 = 0 ) 
  จะได     n = ∆1 + ∆2 + ∆3 + ... + ∆ n 

        n = 1 + 2 + 3 + ... + n 
พิจารณา n = 1 + 2 + 3 + ... + n 

               = (∆0 + ∆1) + (∆1 + ∆2) + (∆2 + ∆3) + … + (∆n-2 + ∆ n-1) + (∆n-1 + ∆n) 
               = (∆0 + ∆1 + ∆2 + … + ∆n-1 ) +  (∆1 + ∆2 + ∆3 + … + ∆n) 
               = n-1 + n 

 ดังนั้น n  = n-1 + n 
 นอกจากนี้ n = n-1 + ∆n และ n-1 = n – ∆n 
 จะได  n  = n-1 + n-1 + ∆n 

   = 2 n-1 + ∆n 
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 จาก n  = 2 n-1 + ∆n  และ n-1 = n – ∆n 
 จะได n  = 2 n – 2∆n + ∆n 
   = 2 n – ∆n 
2. ความสัมพันธจากรูปทั่วไป 
 จากรูปทั่วไป ของ n  = 6

1
 n (n + 1)(n + 2) 

  และ n-1  = 6
1  (n – 1) n(n + 1) 

 จะได n + n-1  = 6
1

 n (n + 1)(n + 2) + 6
1  (n – 1) n(n + 1) 

    = 6
1

 n (n + 1) ((n + 2) + (n – 1)) 
    = 6

1
 n (n + 1) (2n + 1) 

    = n 
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แบบฝกหัด 9.5 
 

ให n แทนจํานวนเชิงลูกบาศกลําดับที่ n กําหนดโดย n = n3  

และ ∑
=

n

1   i
i = 1 + 2 + 3 + … + n  

   = 13 + 23 + 33 + … + n3  

   = ∑
=

n

1i
3i  

 
พิจารณา แบบรูปตอไปนี้ 
          1     = 13     
            3 + 5   = 23   
         7 + 9 + 11    = 33 
    13 + 15 + 17 + 19  = 43   
21 + 23 + 25 + 27 + 29 = 53  
จะเห็นวา 13 + 23 + 33 + 43 + 53 = 1 + 3 + 5 +…+ 29 
                                                      

ผลบวกจํานวนคี่บวก 15 จํานวนแรก ซ่ึงผลบวกจํานวนคี่บวก n 
จํานวนแรกเทากับ n2 

ดังนั้น 13 + 23 + 33 + 43 + 53 = 152 

และ 15 = ∆5 
จึงได 13 + 23 + 33 + 43 + 53 = (∆5)2 

ในทํานองเดียวกันจะได  
13 + 23 + 33 + 43 + 53 + 63 = (∆6)2 
นอกจากนี ้ 13 + 23 + 33 + ... + n3 = (∆n)2 

1. จงแสดงวา ∑
=

n

1i
3i = ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∑
=

n

1i
i 2 = 4

1
 n4 + 2

1
 n3 + 4

1
 n2 

2. จงแสดงวา n = n (∆n-1 + ∆n)  
3. จงเขียน n – n   ใหมีผลลัพธในรูปที่มี  n , ∆n-1  และ ∆n  ปรากฏ 
4. จงเขียน n – n ใหมีผลลัพธในรูปที่มี n และ ∆i ปรากฏเมื่อ   i = 1, 2,…, n 
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หนวยท่ี 10 
คณิตศาสตร กับ ICT 

 
ตอนที่ 10.1  ลําดับฟโบนักชี (Fibonacci Sequences) 
ตอนที่ 10.2  เรขาคณิตสาทิสรูป (Fractal Geometry) 
ตอนที่ 10.3  นักคณิตศาสตร (Mathematicians) 
 

แนวคิด การศึกษาคณิตศาสตรใหลึกซึ้งขึ้นจากเอกสารตําราที่มีอยูได วิธีหนึ่ง คือการศึกษาจาก internet 
โดยสืบคนจาก Web sites ตางๆ สําหรับเรื่องลําดับฟโบนักชี เรขาคณติสาทิสรูป และนัก
คณิตศาสตรไมมีการเรียนการสอนในหลกัสูตรมัธยมปลายของประเทศไทย วิธีการศึกษาดวย
ตนเองที่ดีที่สุดวิธีหนึ่ง คือการศึกษาจาก internet 

 
วัตถุประสงค   
 เมื่อศึกษาหนวยที่ 10 แลวนักเรียนสามารถ 
 1. สืบคนขอมูลจาก internet ได 
 2. บอกประวัตทิี่มาและบทนยิามของ ลําดับฟโบนักชีได 
 3. บอกประวัตทิี่มาและ สรางรูปเรขาคณิตสาทิสรูปอยางงายได 

4. บอกประวัตเินื้อหาวิชาคณติศาสตร และนักคณิตศาสตรพรอมผลงานที่สนใจได 
 5. ซาบซึ้งคณิตศาสตรที่ปรากฏในธรรมชาติ 
 6. นําลําดับฟโบนักชี และเรขาคณิตสาทิสรูปไปบูรณาการได 
 

    กิจกรรม   ใหนกัเรียนสืบคนขอมูลที่กําหนดจาก Web sites ทําบนัทึกยอบนแผนโปสเตอร พรอมทั้ง
รายงานสมบูรณ 1 เลม 

 
สื่อการสอน 1. คอมพิวเตอร ที่มี internet 
 2. เครื่องพิมพขอมูลจาก internet 

 3. แผนโปสเตอร 
 
 ประเมินผล  ประเมินผลจากขอมูลที่สืบคนมาได 
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การสืบคน " ลําดับฟโบนักชี " สืบคนขอมูลไดจากหลาย Web sites เชน 

http://www.mcs.surrey.ac.uk/Personal/R.Knott/Fbonacci/fibBio.html 
 http://faculty.evansville.edu/ck6/bstud/fibo.html 
 http://www.andrews.edu/~colkins/math/biograph/199899/biofibo.htm             
 http://www.geocities.com/cyd_conner/nature.html  
 เมื่อสืบคนแลวศึกษาเรื่องตอไปนี ้
 1. ความเปนมา และบทนยิามของลําดับฟโบนักช ี
 2. ประวัติของนักคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกบัลําดับฟโบนักชี 
 3. ลําดับฟโบนักชีในธรรมชาติ 
 4. การประยุกตของลําดับฟโบนักช ี
 5. Web sites และเรื่องอื่นๆ ที่นาสนใจเกี่ยวกับลําดับฟโบนักชีเขียนหวัขอทั้ง 5 เปนรายงาน 
 
 
 
 การสืบคน" เรขาคณิตสาทิสรูป " สืบคนขอมลูไดจาก Web sites เชน 
 http://www.crystalinks.com/fractal.html 
 http://math.bu.edu/DYSYS/FRACGEOM2/FRACGEOM2.htm 
 http://classes.yale.edu/99-00/math190a/ 
 http://members.aol.com/dcrolf/maths/fractals.htm 
  
 เมื่อสืบคนแลวศึกษาเรื่องตอไปนี ้
 1. เรขาคณิตสาทิสรูปคืออะไร 
 2. การสรางรูปสามเหลี่ยม Sierpinski 
 3. การสรางเกร็ดหิมะ Koch 
 4. รูป Mandelbrot set และรูป Julia set 
 5. ออกแบบเรขาคณิตสาทิสรูปของตนเอง 
 6. Web site และเรื่องอื่นๆ ที่นาสนใจเกี่ยวกับเรขาคณิตสาทิสรูป 
 เขียนหวัขอทั้ง 6 เปนรายงาน 
 
 
 

 ตอนที ่10.2  เรขาคณิตสาทิสรูป (Fractal Geometry) 

ตอนที่ 10.1  ลําดับฟโบนักช ี(Fibonacci Sequences) 
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 การสืบคนประวัติ และผลงานของนักคณิตศาสตร สืบคนไดจา  ก Web sites เชน 
 http://www.yahoo.com/Science/Mathematics/History/Mathematics 
 http://www-groups.des.st-andrew.ac.uk/~history/ 
 http://forum.swarthmore.edu/~steve/steve/mathhistory.html 
 http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Day-files/Year.html 
 http://dimacs.rutgers.edu/~judyann/calendar/Calendar.html 
 เมื่อสืบคนแลวศึกษาเรื่องตอไปนี ้
 1. นักคณิตศาสตรที่มีช่ือเสียง 6 คน ชาย 3 คน หญิง 3 คน 
 2. นักคณิตศาสตรที่นักเรียนชอบนอกเหนอืจาก 6 คนแรก อีก 4 คน 
 3. ผลงานที่นาสนใจของนักคณิตศาสตร 
 4. ประวัติผลงาน และแผนทีบ่านเกิดของนกัคณิตศาสตรที่มีวันเกิดตรงกับวันเกิดของนักเรียน 
 เขียนหวัขอทั้ง 4 เปนรายงาน 
 

ตอนที่ 10.3 นักคณิตศาสตร 
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โทรศัพท 0 2668 7123 ตอ 2528  โทรสาร 0 2668 7329 
Website : http://www.onec.go.th 

  
 

 



รายชื่อโรงเรียนที่เขารวมโครงการวิจัยเชิงปฏิบัติการเรื่อง 
การพัฒนารูปแบบและหลักสูตรการจัดการศึกษาเพื่อพัฒนาผูมีความสามารถพิเศษ  

ดานคณิตศาสตร ระดับมัธยมศึกษาตอนปลาย 
 

******************* 
 

1. โรงเรียนเตรียมอุดมศึกษา       กรุงเทพมหานคร 
2. โรงเรียนบดินทรเดชา (สิงห สิงหเสนี)    กรุงเทพมหานคร   
3. โรงเรียนกรุงเทพคริสเตียนวิทยาลัย    กรุงเทพมหานคร 
4. โรงเรียนสวนกุหลาบวิทยาลัย      กรุงเทพมหานคร 
5. โรงเรียนสตรีวัดมหาพฤฒารามในพระบรมราชินูปถัมภ  กรุงเทพมหานคร 
6. โรงเรียนสตรีวิทยา         กรุงเทพมหานคร 
7. โรงเรียนนวมินทราชินูทิศบดินทรเดชา    กรุงเทพมหานคร 
8. โรงเรียนเบญจมเทพอุทิศจังหวัดเพชรบุรี   จังหวัดเพชรบุรี 
9. โรงเรียนสามัคคีวิทยาคม       จังหวัดเชียงราย 
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